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Meinen nmfangreiclien Verlag auf dem Gtebiete der Mathematisolien^ 
der Teohuisolien und Naturwissensoliaiften nach allen Richtungen hin 
•weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie iaein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmänner des In- und Aus- 
landes auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden 
in Wissenschaft und Schule jederzeit förderlich sein werden, Verlags- 
ajierbieten gediegener Arbeiten auf einschlagigem Gebiete werden mir 
deshalb, wenn auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben 
Gegenstand in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinien zahbeichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, 
München und Wien herausgegebene Snoyklopädie der Mathematischen 
Wissensoliaftezi aufmerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik und 
Algebra^ die Analjsi s , die G eometrie , die Mechanik, die Physik, die 
Geo ~~^ '~^ "^ ~~ ~ ^ ' "'^ ' nd in einem 
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wissenschaftliohen Blätter^ ferner Natur und Schule (Zeitschrift 
für den gesamten naturkundlichen Unterricht aller Schulen), die 
GheograpMsohe Zeitschrift u. a. 

Seit 1868 veröffentliche ich: ^^Mitteilungen der Verlagsbuch- 
handlung B. Q-. Teubner*^ Diese jährlich zweimal erscheinenden 
„Mitteilungen", die in 300(Ä) Exemplaren im In- und Auslande von mir ver- 
breitet' werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit 
schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen und von den 
vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags durch aus- 
führliche Selbstanzeigen der Verfasser in Kenntnis setzen und sind 
ebenso wie. das bis auf die Jüngstzeit fortgeführte Ausführliche Ver- 
zeichnis des Verlags ' von B. Gh. Teubner auf dem Gebiete der 
Mathematik; der Technischen und Naturwissenschaften nebst 
G-renzgebieten, 100. Ausgabe [XLVlil u. 272 S. gr. 8], in allen Buch- 
handlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter 
Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller übersandt. 
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B, G. Teubner. 
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Den Anlaß zur Herausgabe des vorliegenden Buches gaben 
Vorlesungen, die der Verfasser im Jahre 1904 an der Universität 
Berlin hielt, und deren Veröffentlichung der Verlagsbuchhandlung 
wünschenswert erschien. Auf Grund seiner jetzigen Lehrtätig- 
keit hielt es der Verfasser jedoch für zweckmäßig, den Inhalt 
über den Rahmen der früheren Vorlesungen hinausgehen zu 
lassen und auch einen kurzen Abriß der Ausgleichungsrechnung 
hinzuzufügen, um einzelne Messungsmethoden gründlicher be- 
handeln zu können. Da der Umfang des Buches dennoch in 
engen Grenzen bleiben sollte, so wurde von den üblichen Me- 
thoden und Hilfsmitteln nur eine Auswahl zur Darstellung ge- 
bracht, die sich indessen auf fast alle Gebiete der niederen 
Geodäsie erstreckt. Dabei konnte der Besprechung der Instru- 
mente mit wenigen Ausnahmen die hiesige geodätische Samm- 
lung zugrunde gelegt werden. Für weitere Studien wurden den 
einzelnen Kapiteln Literaturnachweise beigefügt, in denen aber 
nur spezielle Lehrbücher genannt sind. Nahezu erschöpfende 
Literaturangaben finden sich in dem auch für eingehendere 
geodätische Studien an erster Stelle zu nennenden Handbuch 
der Vermessungskunde von W. Jordan. Einige weitere Lehr- 
bücher, die sich auf mehrere Kapitel oder den ganzen Inhalt 
des vorliegenden Buches beziehen und auch zum Teil bei der 
Bearbeitung desselben benutzt wurden, sind am Schluß des 
Inhaltsverzeichnisses näher angegeben. 

Der Verfasser möchte es nicht unterlassen, denjenigen 
Mechaniker -Werkstätten, die die Abbildungen ihrer Instrumente 
zur Verfügung stellten, sowie auch namentlich der Verlags- 
buchhandlung, die in bezug auf die Ausstattung des Buches 
allen Wünschen bereitwilligst nachkam, seinen Dank auszu- 
sprechen. 

Danzig-Langfuhr, im Mai 1907. 

0. Eggert. 
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§ 1. Einleitung. 

Die Geodäsie beschäftigt sich mit der Ausmessung und 
Darstellung der Erdoberfläche, entweder in ihrer Cresamtheit 
oder in ihren einzelnen Teilen. Diesen verschiedenen Aufgaben 
dienen verschiedene Methoden und Hilfsmittel, deren einfachste 
zur Ausmessung kleinster Teile der Erdoberfläphe götiügen, 
während in der Erdmessung, der Bestimmung der Figur und 
Größe unseres ganzen Planeten, sowohl die eigentlichen geodäti- 
schen Methoden und Hilfsmittel in ihrer höchsten Entwicklung, 
als auch astronomische und physikalische Messungen verwendet 
werden müssen. 

Das Arbeitsgebiet der niederen Geodäsie sind einzelne Teile 
der Erdoberfläche, im Höchstfalle ganze Staatsgebiete, das Ziel 
der höheren Geodäsie ist die Bestimmung, der Gestalt der ganzen 
Erde. Unter Erdoberfläche \verstehen wir) für die Arbeiten der 

niederen Geodäsie^? die-^ wirklich sichtbare physische Erdoberfläche 

f. . '. - ^ ■. ■ *^ ^ , - — --- 

oder das Gdände. In der höheren Geodäsie handelt es sich 
lediglich um die allgemeine Gestalt der Erde oder die mathe- 
matische Erdoberfläche. Da nui* etwa 7^ der j lrdoberfläche 
vom Festland^ eingenommen -Verden,- und die geodätischen 
Messungen mit geringen Ausnahmen nur auf dem Pestland 
bzw. auf Inseln ausgeführt werden können, so wäre die Aufgabe 
der höheren Geodäsie unlösbar, wenn die matl^ematische Erd- 
oberfläche eine ganz regellose Fläche bildete. Wäre die ganze 
Oberfläche der Erde mit Wasser bedeckt, so würde sie überall 
senkrecht zur Richtung der Schwerkraft stehen, also eine Niveau- 
fläche bilden; Diesem einfachen Bildungsgesetz entspricht die 
Heergsoberfläche, wenn wir von ihrer fortwährenden Veränderung 
durch Ebbe und Flut, Strömungen, Winde usw. absehen. Denken 
wir uns diese ideelle Meeresfläche von der Küste ausgehen^ 
unter den Kontinenten verlängert, so daß sie stets senkrecht 

Eggert, Geodäsie 1 ' 



2 § 1. Einleitung. 

zur Lotrichtung bleibt, so erhalten wir eine den ganzen Erd- 
körper umschließende Niveaufläche, die wir als mathematische 
Erdoberfläche oder als Geoid bezeichnen. 

Das Endziel aller Arbeiten aus dem Gebiete der niederen 
Geodäsie sind Karten oder Pläne, ebene Abbildungen der physi- 
schen Erdoberfläche. Die Aufnahpae erfolgt dadurch^j daß alle 
wichtigen Punkte des Geländes durch ihre Lotrichtungen auf 
das Geoid projiziei:t werden, die Gestalt und Größe der Projek- 
tion durch Messung bestimmt und eben abgebildet wird. Das 
Geoid spielt also in der niederen Geodäsie die Bolle einer 
Beferenzfläche. Die Höhenverhältnisse des Geländes, die hierbei 
keine Berücksichtigung finden, werden (durch besondere Messungen) 
aufgenommen. 

Das Geoid hat annähernd die Gestalt einer Kugel, deren 
Badius etwa 6370 km beträgt. Hieraus geht hervor, daß die 
Krümmung der Geoidfiäche gering und auf kleinerem Ge- 
biete nur wenig wahrnehmbar ist. Beschränken wir uns auf ein 
sehr kleines Gebiet, so kann die Krümmung überhaupt vernach- 
lässigt werden, und die Geoidfläche ist dann innerhalb dieses 
Gebietes i als horizontale Ebene zu betrachteni Es läßt sich leicht 
nachweisen, daß in einem Quadrat von 10 km Seite diese Ver- 
nachlässigung in Bücksicht auf die erreichbare Messungsgenauig- 
keit eingeführt werden kann; nur die Methoden der Höhen- 
messung lassen sich nicht ganz ohne Bücksichtnahme auf die 
Erdkrümmung anwenden, worauf später zurückzukommen ist. 
Bleiben die Au&ahmen auf die angegebenen engen Grenzen be- 
schränkt, so gestaltet sich die Herstellung der Karte sehr ein- 
fach, da die Horizontalprojektion in einer Ebene liegt und nur 
in verkleinertem Maßstabe wiederzugeben ist. 

Man bezeichnet eine solche Aufnahme, bei der nur die 
Horizontalprojektion Berücksichtigung findet, als Horizontal- 
aufnahme und in näherer Bezeichnung als geometrische oder 
trigonometrische Aufnahme, je nach den anzuwendei^den Messungs- 
methoden. Die hiernach gezeichnete Karte nennt man Lageplan, 

Zur Bestimmung der Höhenlage des Geländes ist es er- 
forderlich, die lotrechten Abstände der einzelnen Geländepunkte 
vom Geoid, die Meereshöheny zu kennen. Es gibt kein Ver- 
fahren, nach dem die Meereshöhen unmittelbar mit einiger Ge- 
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naüigkeit bestimmt werden können, die^ Methoden der Höhen- 
messung sind vielmehr n^r imstande, Differenzen von Meeres- 
höhen, also Höhenunterschiede zu liefern.) Zur Bestimmung ypn 
Meereshöhen selbst ist es deshalb notwendig, von Punkten der 
Geoidfläche auszugehen. Die als Gebid bezeicka<ete ruhende 
Meeresfläche wird an der Küste durch die mittleren Wasser- 
stände der Pegel bestimmt. 

Nach den heutigen Erfahrungen scheint die Annahme be- 
rechtigt zu seiD, daß die mittleren Wasserstände (süi allen Küsten f 
eines Kontinents Abweichungen von 1 — 2 dm V9n einer gemein- 
samen mittleren Niveäufläche zeigen. Es ist deshalb nicht rat- 
sam, verschiedene Höhenbestimmungen, innerhalb eines kleineren 
Gebiets an die Mittelwasser verschiedener Punkte der Meeres- 
r kttste anzuschließei;, da die Genauigkeit der Höhenmessung ge- / 
f^ nügt, um die oben genannte Abweichung aufzudecken. So 
wurden in Deutschland früher die Höhenmessungen an ver- 
schiedene Pegel der Nord- und Ostsee angeschlossen, und es 
konnte leicht eintreten, daß ein Punkt im Binnenlande ver- 
schiedene Meereshöhen aus verschiedenen Messungen erhielt. 
Infolgedessen ist jetzt in den meisten Kulturstaaten durch eine 
Höhenmarke eine Niveaufläche festgelegt, die mit der mittleren^ 
Meeresfläche nahe zusamndenfällt^ und als Ausgangsfläche für 
alle Höhenmessungen innerhalb des betr. Gebiets gilt. So 
wurde im Jahre 1879 am Nordpfeiler der Berliner Sternwarte 
ein Normalhöhenpunkt angebracht, der genau 37 m über der/ 
für Deutschland geltenden Normal -Null- Niveau fläcfie liegt. Die- 
Schwierigkeit einer gemeinsamen Höhenmarke etwa für einen 
ganzen Kontinent liegt darin, daß der Anschluß an diese Höhen- 
marke bei großer Entfernung ungenauer wird, als der unmittel- 
bare Anschluß an das wenngleich ein wenig unbestimmte 
Mittelwasser der nächsten Küste. . . 

Die Methoden der Höhenmessung sind, nach ihrer Genauig- 
keit geordnet, das geometrische Nivellement^ die trigonometrische 
Höhenmessung und die barometrische Höhenmessung, Auf Grund 
der Höhenaufnahmen erfolgt die Darstellung der Höhenverhält- 
nisse des Geländes in Höhenplänen oder Nivellementsplänen, 

Für viele Zwecke ist es wünschenswert, die Horizontal- 
projektion und die Höhen gleichzeitig zu bestimmen und zur 
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Darstellung zu bringen. Solche Pläne sind namentlich beim 
Entwurf von Ingenieurarbeiten unentbehrlich. Diesen Aufgaben 
dienen die tachymetrischen Aufnahmen und die /aus ihnen heryor- 
gehenden taichymetriscken Karten. 

Gleichzeitige Messung der Horizontalprojektion und der 
Höhen bezwecken auch die topographischen Aufnahmen. Da die 
topographischen Karten jedoch immer in kleinem Maßstabe ent- y 
werfen werden, so genügt die Anwendung vereinfachter Messungs- ^ 
methoden. 

Die geographischen Karten endlich liegen außerhalb des 
Rahmens dieses Buches. Soweit ihre Herstellung nicht durch 
Verkleinerung, Generalisierung und Zusammenstellung topo- 
graphischer Karten erfolgen kann, geschieht ihre Aufnahme 
'( teils durch unmittelbare astronomische Bestimmung der geo- 
* graphischen Länge und Breite einzelner Punkte, teils durch An- 
wendung topographischer Methoden, worüber noch einiges bei 
der Behandlung der Topographie gesagt werden soll. 



I. Abschnitt. 

Geometrisclie und trigonometrisclie 
Horizontalaufnalimen, 

1. Kapitel. 

Horizontalaiifnahmen mit einfachen Hilfsmitteln. 

§ 2. Bezeichnung Ton Punkten und Geraden im Gelände. 

Da bei den Horizontalmessungen die verschie^ienen Höhen, 
in denen die Punkte des Geländes liegen, keine Rolle spielen/ so 

/ betrachten wir im folgenden statt der Punkte ihre Lot- 

hnien^ für die wir 'jedoch kurz die Bezeiehnunff Punkt 

beibehaltener (Entsprechend dieser Anschauung j eifolgt 

O die Sichtbarmachung einzelner Geländepunkte/ indem aie 

» Lo trieb tiingen dieser Punkte bezeiehhet werden. Zur 
dauernden Vermarkung von Punkten eignen sich in 
den Erdboden eingesetzte Steine ihit. eingemeißeltem 
Kreuz in der Oberfläche, zylindrische Holzpflöcke, lot- 
rechte Eisen- oder Tonr öhren . Während der Vermessungs- 
arbeiten ist eine Sichtbarmachung von Punkten auf , 
größere Entfernungen erforderlich, und hierzu dienen 
Holzstäbe von 2 — 2,5 m Länge und ca. 3 cm Dicke, die 
unten mit einem eisernen spitzen Schuh versehen sind. 
Diese Fluchtstäbe oder Baken (Fig. 1) sind in der Regel 
mit schwarz-weißem oder rot-weißem Anstrich versehen, 
durch den sie sich vom Hintergrund stets deutlich ab- 
heben. Für größere Entfernungen wird die Sichtbarkeit 
durch Anbringen eines kleinen Fähnchens erhöht. Die 
Baken werden im Gelände lotrecht aufgestellt und be- Fig. i. 
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zeichnen durch ihre Längsachsen die Lage von Punkten. Zur 
genauen Lotrechtstellung bedient man sich eines Lots^ das man 
wenige Schritte von der Bake entfernt mit wagerecht vor- 
gestrecktem Arm frei herabhängen läßt. Durch das Auge und 
den Lotfaden wird eine Vertikalebene bestimmt und man sieht 
leicht^ ob die Bake in dieser Ebepe steht. Ist dies erreicht, so 
wiederholt man das Verfahren in einer zweiten zur ersten senk- 
rechten Vertikalebene und erzielt damit die lotrechte Stellung 
der Bake. 

Dem Vorstehenden entsprechend haben wir als gerade 
Linien im Gelände im Sinne der Horizontalmessungen Vertikal- 
ebenen zu verstehen. Geländepunkte liegen deshalb in einer 
Geraden, wenn sie einer Vertikalebene angehören; falls sie 
durch Baken bezeichnet sind, so müssen diese sich genau decken. 




Fig. 2. 

Hieraus ergeben sich sofort die einfachen Operationen der Ver- 
längerung einer durch zwei Baken bezeichneten geraden Linie 
über die Endpunkte hinaus und der Einschaltung von Zwischen- 
punkten. Bei letzterer Aufgabe ist jedoch dann ein besonderes 
Verfahren anzuwenden, wenn die Sicht von einem Endpunkt der 
Linie zum andern nicht möglich ist (Fig. 2). Sind die beiden End- 
punkte Pi und Pg, so stellt man eine Bake A in der Nähe der 
Linie, etwa in A^ auf und weist die Bake B eines Gehilfen in 
die Linie A^P^ ein, so daß sie in B^ steht. Hierauf wird von 
B^ aus die Bake A nach A^ in die Gerade B^P-^^ eingeschaltet. 
Durch fortgesetztes Anwenden dieses Verfahrens kommen die 
beiden Baken der Geraden immer näher, bis schließlich eine 
weitere Verschiebung nicht mehr notwendig ist. Man sieht, 
daß die Entfernung AB im Verhältnis zu P1P2 nicht zu klein 
sein darf, da sonst das gegenseitige Einweisen ungenau wird. 



§ 8. Meßktten. 

In der Regel bedient man sich beim Abstecken ron Ge- 
raden eines kleinen Handfernrohrs, wodurch die Genauig- 
keit bei größeren Entfernungen erhöht wird. 







§3. Meßlatten. 

Unter der Länge einer Linie verstehen wir den Ab- 
stand der Lotlinien ihrer Endpunkte. Zur Längenmessung 
werden für die hier in Betracht kommenden Zwecke Meß- 
laMen oder Meßbänder benutzt. 

Meßlatten sind hölzerne Stäbe (Fig. 3) meistens von 
5 m Länge und ovalem Querschnitt, der von der Mitte 
aus nach beiden Enden kleiner wird. Die Latten werden 
mit heißem Ol getränkt, um gegen Feuchtigkeitseinflüsse 
weniger empfindlich zu sein, und ihre Enden mit Metall- 
kappen versehen, die senkrecht zur Achse abgeschnitten 
sind. Durch weiße und rote bzw. weiße und schwarze 
Felder wird die Latte in einzelne Meter geteilt, die über- 
dies noch, wie die einzelnen Dezimeter durch Messingstifte 
genauer bezeichnet werden. 

Der Abstand der Endflächen soll genau gleich 5 m 
sein, jedoch sind Meßlatten auch dann sehr wohl verwend- 
bar, wenn geringe Abweichungen von dieser Länge vor- 
handen sind, nur muß man diese Abweichungen kennen, 
um sie bei der Messung berücksichtigen zu können. Es 
sind deshalb Hilfsmittel erforderlich, mit denen man die 
wahre Länge der Meßlatten jederzeit bestimmen kann. Eine 
solche Nachmessung der Lattenlänge ist auch noch durch 
ihre Veränderlichkeit infolge des Einflusses der Luftfeuchtig- 
keit geboten, der durch den Anstrich nicht ganz auf- 
gehoben ist. 

Als Vergleichsmaßstäbe sind zwei Normalmeter er- 
forderlich, prismatische Stahlstäbe von 1 m Länge mit recht- 
winklig sich kreuzenden Endschneiden. Die Länge der 
Stäbe, die durch den Schneidenabstand bestimmt ist, muß 
für alle Temperaturen bekannt sein; gewöhnlich ist sie auf 
örimd genauer Prüfung für jeden Stab in Form einer |Ü 
Gleichung gegeben. So ergab die Prüfung zweier Normal- rig. 3 
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meter der hiesigen geodätischen Sammlang durch die Kaiserliche 
Normal-Eichungs-Kommission in Berlin die beiden Gleichungen 

?! = 1 m -- 0,02 mm + 0,011 {t - 18) mm 
«2 = 1 m - 0,01 mm + 0,011 {t - 18) mm. 

Wird die Temperatur t durch Auflegen eines Thermo- 
meters bestimmt, so kann hiemach die Länge der Stäbe 
berechnet werden. 

Mit Normalmetem lassen sich nur ganze Meter 
messen; zur Messung kurzer Reststrecken dient ein Paar 
Meßkeile^ bestehend aus dem eigentlichen Meßkeil und 
dem Indexkeüj die sich zu einem Parallelepiped er^nzen. 
Die Oberfläche des ersteren trägt an der Schrägkante 
eine Einteilung mit BezifiPerung, die des letzteren einen 
Zeigerstrich. Der Abstand z (Fig. 4) der beiden parallelen 
Seitenflächen ist eine lineare Funktion der Zeigerablesung oder 
Keilablesung h Für das Keilpaar der hiesigen Sammlung besteht 
die Gleichung ^ = 19^73 + 0,199 Je, 

woraus z in mm erhalten wird. 

Der Lattenkomparator der hiesigen Sammlung (Fig. 5), auf 
dem die Prüfung der Meßlatten erfolgt, besteht aus einer starken 
Holzbohle von ca. 6 m Länge, in der zwei Bolzen im Abstand 
von etwa 5,04 m mit einander zugewendeten Schneiden be- 
festigt sind. Der Abstand der Schneiden wird mit den Normal- 



ip --^--h 



Fig. 4. 



■-^TH- 



1:0: 



31 



>nm-, 




Flg. 5. 

metem und den Meßkeilen durch mehrfache Messung ermittelt. 
Wird dieselbe Messung hierauf mit einer Meßlatte und den 
Keilen wiederholt, so ergibt sich die Länge der Meßlatte. Es 
wurde z. B. zur Bestimmung des Schneidenabstandes der Stab \ 
dreimal und der Stab l^ zweimal angelegt und an den Keilen 
im Anfangspunkt \^ -\- 2,8, im Endpunkt Tc^ = — 3,55 bei 
einer Temperatur ^ = -f- 19,5® abgelesen. Dies gab z^ = 20,29, 
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z^ = 19,02 und Zl^ + ^k = 5000,00 für t^ + 19,5^ Somit ist 
der Schneidenabstand gleich 5039,31 mm. 

Nachdem eine Meßlatte aufgelegt war, wurden die Keil- 
ablesungen ^1 = — 2,1 und Äg = — 7,0 gefunden. Dies gab 
^^ + ^2 = 37,65, folglich für die Meßlatte die Länge 5001,66 mm. 

Zur Streckenmessung sind stets zwei Latten von ver- 
schiedenem Anstrich zu verwenden. Vor der Messung werden 
in der Geraden mehrere Zwischenpunkte durch Baken bezeichnet, 
längere Strecken auch durch kleine Pflöcke in mehrere Ab- 
schnitte zerlegt, die einzeln gemessen werden. Bei horizontalem 
Gelände erfolgt die Messung durch Aneinanderlegen der Latten 
in der Geraden, das jedoch vorsichtig ohne Verschiebung der 
jedesmal liegenden Latte geschehen muß. Die zurückgelegten 
Lattenlängen werden summiert, und der Rest wird an der letzten 
Latte, nötigenfalls unter Zuhilfenahme eines kleinen Zentimeter- 
maßstäbes, abgelesen. Zur Prüfung der Richtigkeit wird die 
Messung in umgekehrter Richtung mit unrunder Anlage und 
Ablesung der ersten Latte wiederholt. 

Bei geneigtem Gelände ist die Staffelung anzuwenden. Hier- 
bei ruht die Latte nur mit einem Ende auf dem Boden, während 
sie durch Anheben des andern Endes in die horizontale Lage 
gebracht wird. Ist dies geschehen, so wird das hochgehaltene 
Ende mit einem Stab oder einem Lot heruntergelotet und die 
folgende Latte an den gefundenen Punkt angelegt. Zur Wag- 
rechtstellung der Latte genügt das Augenmaß. Bei steilen 
Hängen ist das Staffe^ mit einer Fünfmeterlatte nicht möglich, 
es muß häufig ein Stab von nur 1 m Länge verwendet werden. 

Ist die Neigung des Geländes gering, so kann von dem 
umständlichen Staffelverfahren abgesehen werden. Die Latten 
werden unmittelbar 

auf den Boden gelegt, ^"^^-«=4,^^^^ JL J3 

jedoch mit einem jedes- ^«»^,,,^^^ 1^ 

mal zu bestimmenden 

Zwischenraum. Wird 

der Endpunkt B der 

horizontalen Latte 

(Fig. 6) nach dem Staffelverfahren heruntergelotet, so ist die 

folgende Latte an B' anzulegen. Bei Messung auf dem Gelände 
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selbst ist mithin der Zwischenraum z frei zu lassen. Es 

ist aber 

{l + zy -V^h^ 
oder 

(l + z + l)(} + z-l)^h\ 

also 

— _^* 

Da die kleine Größe z im Nenner den Wert des Bruches wenig 
beeinflußt, so können wir auch mit genügender Genauigkeit 
setzen 

Nehmen wir Z = 5m, h in Dezimetern und z in Millimetern 

an, so ist 

z=-h\ 

Die Größe h kann durch Wagrechthalten der Latte bequem 
geschätzt und z dann mit einem Millimetermaßstabe abgesetzt 
werden. 

§ 4. Das Stahlmeßband. 

Das Stahlmeßband (Fig. 7) wird gewöhnlich in der Länge 
von 20 m angewendet. Zu seiner Handhabung sind an den 
beiden Enden mit Scharnieren Messingringe befestigt, deren 
Mitten die Länge des Meßbandes bestimmen und durch seitliche 
Striche kenntlich gemacht sind. Die !^inteilung ist bis auf 
Dezimeter durch größere und kleinere Niete verschiedener 




Fig. 7. 

Form, zum Teil auch durch eingestanzte Löcher bewirkt. Außer 
Gebrauch wird das Band auf einen Eisenring gerollt und darauf 
befestigt. 

Zur Benutzung des Meßbandes sind noch zwei Stäbe (Fig. 8 a) 
von der Stärke des inneren Ringdurchmessers und von etwa 1 m 
Länge erforderlich, die unten mit einer Spitze und einem kurzen 
Riegel versehen sind. Endlich gehören zum Meßgerät noch zehn 
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Zählnadeln (Fig. 8b), die gewöhnlich an einem kleinen Eisen- 
ring getragen werden. 

Auch Meßbänder bedflrfen einer Pröfnng ihrer Länge, da- 
mit die Abweichungen vom Sollm&ß berücksichtigt werden 
können. Fig. 9 zeigt zum Teil die Einrichtung des Heßband- 
komparators der hiesigen geodätischen Sammlung. Auf einer 
mit Oranitsteinen bedeckten Mauer roa ca. 33 m Länge sind im 
Abstand von 20,04 m zwei Bolzen ähnlich denen des Latten- 
komparators S. 8 befestigt, deren Schneidenabstand mit Hilfe 
von Normalmetem und Meßkeilen genau bestimmt werden kann. 
Hierauf wird das Meßband auf die Mauer gelegt und durch 
zwei über Rollen laufende und dui-ch Öe- 
* ^ Wichte belastete Ketten festgehalten. Zur 

|l %^ Messung des Abstandes der Ringmitten von 

I den Schneiden dient ein kurzer prismatischer 

■ Maßstab mit Vg mm-Teilung, der zwei Null- 

■ punkte in der Nähe der Enden trägt. Der 



Maßstab wird mit einer Endfläche an die Schneide gelegt und 
hierauf an der Strichmarke des Meßbandringes abgelesen. Ad- 
diert man zn der Summe der Ablesungen an beiden Enden des 
Meßbandes noch die beiden Abstände der Skalennullpunkte von 
den Endflächen, so erhält man die Difl'erenz des Bolzenabstandes 
ond der Meßbandlänge. 

Es wurde z. B. fttr den Schneidenabstand der Wert 
30048,79 mm gefunden und mit dem kleinen Maßstab an den 
beiden Meßbandenden 24,05 bzw. 22,35 abgelesen. Die Abstände 
der Maßstabnullpunkte von den Endflächen betrugen zusammen 
4,86 mm, folglich war die Differenz zwischen dem Schneiden- 
abstand und der Meßbandlänge 51,36 mm und die Meßband- 
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länge gleich 19997,53 mm. Hierbei war die Temperatur des 
Meßbandes gleich -f- 4® und die Belastung gleich 10 kg. 

Die Messung kann nach geringer Verschiebung des im 
Gleichgewicht ruhenden Meßbandes mit anderen Ablesungen 
wiederholt werden. 

Das Verfahren der Streckenmessung mit dem Meßband ist 
das folgende: Nachdem die beiden Endringe von oben auf die 
Meßbandstäbe bis zu den Querstiften aufgestreift sind, wird 
der hintere Stab mit der Spitze auf den Anfangspunkt der 
Strecke gestellt und lotrecht gehalten, Ist das Gelände hori- 
zontal, so wird das Band mit Hilfe des vorderen Stabes ge- 
spannt, die Spitze desselben lotrecht in den Boden gedrückt und 
zur Bezeichnung der Stelle eine Zählnadel daneben gesteckt. 
Hierauf wird das Meßband um 20 m vorwärts gezogen, die Spitze 
des hinteren Stabes in das Loch gesetzt, und so fort. Es ist selbst- 
verständlich, daß hierbei der vordere Stab stets in die Messungs- 
linie eingerichtet werden muß. Der Träger des hintern Stabes 
nimmt die Zählnadeln auf und befestigt sie auf einem Ringe. 
Am Ende der Strecke wird die Anzahl der gesammelten Nadeln 
mit 20 multipliziert und die Reststrecke an dem Meßbande ab- 
gelesen. 

Muß bei steilem Gelände die Staffelmethode angewendet 
werden, so kann hierzu des Durchhanges wegen immer nur ein 
kleiner Abschnitt des Bandes benutzt werden, der wagrecht und 
ausgespannt zu halten ist. 

Bei geringerer Neigung des Geländes, etwa unter 10*^, ist 
es auch hier bequemer, auf dem Gelände selbst zu messen und 
zwischen den einzelnen Meßbandlängen einen kleinen Zwischen- 
raum zu lassen. Die Ermittlung des Neigungswinkels, den man 
hierzu mit einer Genauigkeit von 1^ braucht, erfolgt mit einem 
Gefällmesser, wie ihn z. B. nach Fig. 10 verschiedene Werk- 
stätten anfertigen. Die vierkantige Diopterröhre ist mit einer 
zylindrischen Büchse verbunden, in der sich ein Rädchen um 
eine horizontal zu haltende Achse dreht. Das Rädchen tnlgt 
auf seinem zylindrischen Rand eine Einteilung, die durch 
ein Fenster der Büchse sichtbar ist, und wird durch einseitige 
Belastung stets in derselben Lage festgehalten. Beim Gebrauch 
wird das Diopter auf das Ziel gerichtet und durch eine geringe 
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seitliche Bewegung des Äoges die Stellung des Objektivdiopters 
in bözug auf die Einteilung durch eine Lupe abgelesen. Dieses 
Instrument setzt man bei der Strecke nmessang auf den hinteren 
MeBbondstab und liest dann den Höhenwinkel nach dem oberen 
£nde des vorderen Stabes ab. Ist l die Länge des Meßbandes 
a der Höhenwinkel, so ist nach der Gleichung 
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der Zwischenraum zwischen zwei Meßbandlagen zu berechnen. 
Auf dem Deckel des Gefällmessers befinden sich Tabellen, aus 
denen g unmittelbar entnommen werden kann. 

Aus den Methoden der Längenmessung geht hervor, daß 
die Messung auf geneigtem Gelände weniger genau wird als 
auf horizontalem; aber auch hier 
bleiben mehrere Fehlerquellen be- 
stehen, 80 z. B. die Abweichung von 
der Geraden, infoige deren alle 
Strecken zu lang gemessen werden. 
Derselbe Fehler entsteht bei un- 
geschicktem Aneinanderlegen der 
Meßlatten durch ZurUckstoßen der j,, „j 

liegenden Latte. Andererseits werden 

die Meßbandstäbe beim Anziehen des Meßbandes in lockerem 
Boden stete ein wenig nachgeben, wodurch die Strecken zu kurz 
erhalten werden. Hierzu kommt noch der nicht zu berück- 
sichtigende Einfluß der Temperatur, der Schwankungen der 
Meßbandlänge um 2—3 mm leicht verursachen kann. 
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Wenn Winkelmeßinstrumente auch zunächst nicht näher 
besprochen werden sollen, so sind doch such bei den einfach- 
sten Messungen solche Instrumente nicht entbehrlich, mit denen 
bestimmte Winkel, so vor allem Winkel von 90" abgesteckt 
werden können. Aus der Definition der geraden Linie für 
Horizontalmessungen ergibt sich, daß man als Winkel zwischen 
zwei Geraden den Winkel zwischen den beiden entsprechenden 
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Vertikalebenen anzuseheo hat Solche Wiokel werden auch 
noch näher als Horieonialtowkd bezeichnet. 

Die schon im Altertum zum Abstecken rechter Winkel be- 
nutzte Kreazsdieibe (Fig. 11) besteht aus einem Holzkreuz, an 
dessen beiden Stäben Diopter angebracht sind. Bei lotrechter 
Stellung des als Stativ dienenden Stabes bestimmen die beiden 
Diopter zwei sich rechtwinklig schnei- 
-. H cji dende Vertikalebenen, die man im Ge- 

I II ^ I' lande durch Einweisen von Baken ab- 

H |y^^_ W I stecken kann. Die Genauigkeit der Ab- 
LMM^^^^ ^PP ^^ steckung ist von dem Abstand der 
H beiden Viaiervorrichtungen abhängig, 

-Big. ij. der in der Regel etwa 25 cm betri^. 

Aus Versuchen ist zu entnehmen, daß 
sieh eine Genauigkeit von 2 — 3 Bogenminuten leicht erreichen läßt. 
Um zu prüfen, ob der Winkel der Kreuzscheibe genau ein rechter 
ist, wird im Gelände eine Gerade durch drei Punkte (Baken) 
etwa in Abständen von je 50 m bezeichnet. Hierauf konetroiert 
man im mittleren Punkte mit Hilfe der Kreuzscheibe von beiden 
Endpunkten aus rechte Winkel. Decken sich die freien Schen- 
kel derselben, ao stehen die Diopter der Kreuz- 
scheibe richtig. Hiermit ist zugleich der Weg an- 
gedeutet, auf dem man auch bei nicht richtiger 
Diopterstellung rechte Winkel als Mittel zweier 
Absteckungen von verschiedenen Seiten her er- 
balten kann. Häufig ist an den Dioptern auch eine 
Justiervorrichtung vorhanden, die eine Verstellung 
derselben zuläßt. 

Die Kreuzscheibe erhielt eine bequemere Form,, 

als man die Diopter auf dem Mantel eines Zylinders 

oder eines Kegels anbrachte {Winkelkopf, Fig. 12), 

wodurch sich zugleich Gelegenheit bot, das Instru- 

Ftg !«■ ment auch für andere Winkel, z. Bi von 45", zu 



Bei nahezu horizontalem Gelände bedient man sich 
besten der durch ihre geringe Größe weit bequemeren i 
Instrumente, des Winkelspiegds oder des Winkelprismas. 

Der Winkelspiegel besteht in seiner einfachsten Form aus 
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Fig. 18. 



zwei Planspiegelü ^ deren Ebenen sicla unter einem Winkel von 
45^ schneiden. Wir denken uns die Schnittkante lotrecht ge- 
halten und die beiden Spiegel in Fig. 13 durch eine Horizontal- 
ebene geschnitten. Das in befindliche Auge wird ein Objekt A 
infolge zweimaliger Reflexion der Seh- 
linie in der Richtung OB erblicken. Für 
die hierbei erfolgte Ablenkung ß haben 
wir nach Fig. 13 

/3- 180<»-g?-^, 
und da 

g> -j- ^ = 2a 

ist; so ist auch 

^ = 1800-2«. 

Ist a = 45*^, so wird hiemach ß = 90^. 

Eine in Ä stehende Bake erscheint dem Auge in der Rich- 
tung OB, und wird eine zweite Bake in diese Richtung ein- 
gewiesen, so bildet der Punkt C den Scheitel eines rechten 
Winkels. Für die praktische Anwendung dieses Prinzips liegt 
eine kleine Ungenauigkeit darin, daß der Punkt G 
in bezug auf die Spiegel veränderlich ist, also an 
dem Instrument nicht bezeichnet werden kann. Da 
jedoch die Spiegel nur eine sehr geringe Größe 
haben, so sind dem Punkt C sehr enge Grenzen 
gesetzt und es genügt, an dem Instrument einen 
passend gewählten Punkt als Winkelscheitel dauernd 
zu bezeichnen. Die hierdurch entstehende Un* 
genauigkeit liegt innerhalb der Visierfehler. Fig. 14 
zeigt den Winkelspiegel in der jetzt gebräuchlichen 
Gestalt, in der die beiden Spiegel durch Schrauben 
in einem Metallgehäuse befestigt sind. Ein hölzerner 
Handgriff dient zur Handhabung des Instruments und zur Be- 
zeichnung des Winkelseheitels, zu welchem letzteren Zweck an 
seinem unteren Ende auch noch ein Lot befestigt werden kann. 

Die Prüfung des Winkelspiegels erfolgt in derselben Weise,, 
wie die der Kreuzscheibe; meistens ist durch Verstellen der Be- 
festigungsschrauben auch eine Justierung der Spiegel möglich. 

Als guter Ersatz für den Winkelspiegel wurden Glaspris- 




Fig. 14. 
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men durch Bauemfeind im Jahre 1851 als Winkelprismm zum 
Abstecken rechter Winkel eingeführt, und diese haben, soweit 
sie überhaupt anwendbar sind, die andern Hilfsmittel fast voll- 
ständig verdrängt. Das rechtwinklig -gleichschenklige Dreieck 
ABC in Fig. 15 stelle den Horizontalschnitt durch ein Glas- 
prisma mit lotrecht stehenden Kanten dar. Dem von aus 
schief auf die Kathetenfläche BG blickenden Auge bietet die 
spiegelnde Fläche AC ein Bild AB'C des Prismas, und da ffG 
wiederum reflektiert, so wird ein zweites Bild SÄG sichtbar. 
Da an der Reflexion auch alle auf AB auffallenden Strahlen 

teilnehmen, so erhält ein Strahl 
P^, der senkrecht zu OB 
steht, nach der zweiten Re- 
flexion die Richtung P"^", und 
da das Spiegelbild B!ÄG gegen 
BAO um 90 <> gedreht ist, so 
wird yq' II EO sein. Bevor der 
Strahl P"^" ins Auge gelangt^ 
wird er infolge der Brechung 
an den beiden Parallelflächen 
Bä und BG eine Parallelver 
Schiebung erleiden. Ist P durch 
eine Bake bezeichnet, so kann eine zweite Bake in die Rich- 
tung Q"P" gebracht werden, und das Prisma steht dann im 
Scheitel eines rechten Winkels. Auch hier bleibt eine Un- 
bestimmtheit in der genauen Lage des Scheitelpunktes, die 
jedoch in Anbetracht der geringen Größe des Prismas {A B 
= BG = 272 ^^) ^^ Rücksicht auf die Visierfehler zu vernach- 
lässigen ist. Fig. 16 zeigt das Winkelprisma in einer für den 
Gebrauch bequemen Fassung. 

Winkelprismen haben den Winkelspiegeln gegenüber den Vor- 
zug der UnVeränderlichkeit und der geringeren Größe. 
Beide Instrumente sind nur bei ganz geringen Höhen- 
unterschieden im Gelände anwendbar, da sonst bei lot- 
rechter Spiegel- bzw. Prismenkante zwei Baken in un- 
gleich hohen Geländepunkten nicht mehr zur Deckung 
gebracht werden können. Im Hügelland bleibt deshalb 
Pig. 16. die Kreuzscheibe bzw. der Winkelkopf allein anwendbar. 




Fig. 15. 




§ 5. Hilfsmittel zur Absteckung rechter Winkel. 
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Bogenschlag. Es kommen nicht selten Fälle vor, in denen 
auch die isteileren Visuren des Winkelkopfes nicht ausreichen. 
Als allein anwendbares Hilfsmittel zur Absteckung rechter Winkel 
bleibt dann die Streckenmessung übrig. Dieses Verfahren er- 
möglicht die Bestimmung des 
Fußpunktes des von einem 
Punkte auf eine Gerade ge- 
fällten Lotes. In Fig. 17 
liege der Punkt P in bezüg 
auf die Gerade AB sehr hoch, 
so daß die beschriebenen In- 
strumente zur Ermittlung des 
Lotfußpunktes Q nicht ausreichen. Es werden auf der Geraden 
zwei Punkte -4 und B angenommen, die mit P ein nahe gleich- 
seitiges Dreieck bilden, und die Strecken a, h und s gemessen. 
Es ist dann 




Fig. 17. 



oder 



da 



P 



2 



2^ = a^ — }y 



p — q ^(a + b)(a — h) 
2 2$ ' 

P +_? _ s 
2 2* 

Aus den letzten beiden Gleichungen ergeben sich p und q. Zu- 
gleich kann auch y aus . 

berechnet werden. 

Dieses Verfahren ist auch bei horizontalem Gelände dann 
anzuwenden, wenn y sehr groß ist, da dann die Visiergenauig- 




Fig. 18. 



keit der Kreuzscheibe und der Reflexionsinstrumente nicht genügt. 

Die Hilfsmittel zur Absteckung rechter Winkel spielen auch 

eine Rolle bei der Absteckung gerader Linien und bei der 



Egger t, Geodäsie. 
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StreckeninessuDg in Fällen^ in denen die direkten Methoden 
versagen. Ist z. B. in Fig. 18 die Gerade AB über ein Hinder- 
nis hinaus zu verlängern; so wird eine Hilfslinie PQB abge- 
steckt und die Strecke Xy sowie die Länge der Ordinaten y^ 
und t/j bestimmt. Hierauf wird die Strecke x auf der Hilfs- 
linie mehrmals abgemessen und da 

% = ^2 + (^2 - Vi) 
«nd 2/4-^2 + 2 (j/g - yi) 

ist, so können die Punkte C und D konstruiert werden. Das- 
selbe Verfahren ist auch zum Einschalten der Punkte B und C 
anzuwenden, wenn Ä und D im Gelände vorhanden sind. 

Ein weiteres Beispiel einfacher geometrischer Hilfskonstruk- 
tionen im Gelände ist 
die Ermittlung der un- 
zugänglichen Strecke a;^ 
in der Geraden AB 
(Fig. 19). Es wird 
B hierzu wieder eine Hilfs- 
linie PQB abgesteckt, 
die AB etwa unter 
^^' ^^' einem Winkel von 45^ 
schneidet. Sind die Strecken x^, y^ und y^ gemessen, so ist 

^ ^ 2/i — y« 

Solche Konstruktionen sind jedoch nur im Notfalle anzuwenden, 
da sie nie die Genauigkeit direkter Absteckungen und Messungen 
liefern können. 




§ 6. Aufnahmen nach rechturinkligen Koordinaten. 

Die Aufnahme geradlinig begrenzter Figuren erfolgt mit 
den bisher besprochenen einfachen Hilfsmitteln durch Messung 
der Koordinaten ihrer Eckpunkte in bezug auf ein rechtwink- 
liges Koordinatensystem. Entgegen dem Brauche in der Mathe- 
matik wird hierbei die Ordinatenachse durch rechtläufige Dre- 
hung der Abszissenachse um 90^ entstanden gedacht. Die Wahl 
des Koordinatensystems ist beliebig, jedoch wird man die Achsen 
so legen, daß die zu messenden Strecken möglichst klein sind. 



§ 6. Aufnahmen nach rechtwinkligen Koordinaten. 
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Flg. 20. 



In dem nebenstehenden Beispiel (Fig. 20), das die im Felde 
durch Steine yermarkten Grenzen eines Grundstücks darstellt, 
ist eine Diagonale als Abszissenachse 
angenommen worden. Im Felde wird 
nach dem Augenmaß eine Skizze ge- 
zeichnet, in die die Messungszahlen, 
wie es die Abbildung zeigt, einge- 
tragen werden. Jede Messungszahl 
muß so geprüft werden, daß Fehler 
aufgedeckt und durch Nachmessung 
beseitigt werden können. In dem 
Beispiel sind hierzu die Seiten der 
Figur gemessen; da diese sich auch 
aus den Koordinaten unter Anwen- 
dung einer Quadrattafel leicht be- 
rechnen lassen, so ergibt sich eine wertvolle Meßprobe. 

Es ist nicht erforderlich, häufig auch nicht möglich, alle 
Punkte bei der Messung auf dasselbe Koordinatensystem zu be- 
ziehen, vielmehr können mehrere Systeme angewendet werden, 
die dann miteinander verbunden werden müssen. Bei kleinen 
Entfernungen erfolgt diese 
Verbindung wieder durch 
direkte Messung recht- 
winkliger Koordinaten ein- 
zelner Punkte, wie in 
Fig. 21 angedeutet ist, in 
der ein Grundstück auf 
zwei Seiten unregelmäßig, 
etwa durch das Ufer eines 
Baches begrenzt ist. Die 
Abbildung zeigt zugleich, 
wie zur Aufnahme von Ge- 
ländegegenständen , z. B. 
von Häusern oder Wegen, weitere Messungslinien eingeschaltet 
werden, deren Endpunkte, BindepunJde oder Kleinpunkte ge- 
nannt, lediglich durch Streckenmessung festgelegt oder einr 
gdmnden werden. 

Bei größerer Ausdehnung der Figur macht, wie früher be- 

2^ 
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merkt wurde, die genaue Ermittlung der Ordinatenfußpunkte 
Schwierigkeiten, deshalb ist hier zur Verbindung der Koordinaten- 
systeme am besten das Verfahren des Bogenschlags anzuwenden. 
Als zweckmäßige Grundform des Liniennetzes wird in vielen 

Fällen ein Viereck mit 
' seinen beiden Diago- 

nalen gewählt, das sich 
der aufzunehmenden 
Figur möglichst au- 
paßt. In Fig. 22 sind 
die Grenzen einer Feld- 
mark skizziert, zu 
deren Aufnahme ein 
Viereck ABCD mit 
seinen beiden Diago- 
nalen abgestecktwurde. 
Die Messung der sechs 
Strecken ergab die eingeschriebenen Resultate. Aus den Drei- 
ecken ABE und CDE wurden nach S. 17 die Koordinaten 
der Punkte B und D berechnet, und es fand sich 

y, 179,37 x,=^ + 182,56 

y, = -M07,61 a:,=: + 267,66. 

Als Meßprobe können die Strecken BC und AD gelten, die 
sich aus den Koordinaten zu 263,38 bzw. 288,49, also in ge- 
nügender Übereinstimmung mit der Messung ergeben. Das 
Viereck bildet die Grundlage der eigentlichen Vermessung, in- 
dem die Seiten und Diagonalen weitere Bindelinien aufnehmen, 
die dann als Abszissenachsen für die Eleinaufnahme dienen. 




Fig. 22. 



§ 7. Koordinatenberechnnng der Bindepnnkte. 

Aus der Vermessung gehen nur für einige Hauptpunkte 
die rechtwinkligen Koordinaten hervor. Es ist aber wünschens- 
wert, auch für einen großen Teil der Bindepunkte oder Klein- 
punkte die Koordinaten zu berechnen, da dann die Längen der 
Bindelinien ermittelt und mit der Messung verglichen werden 
können. In Fig. 23 seien die Koordinaten der beiden Punkte 
A und B gegeben, und auf der Linie AB die Bindepunkte P^ 



§ 7. Eoordinatenberechnuiig der Bindepunkte. 
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^■x 



und Pg durch Messung der Strecken s^, s^ nnd s^ bestimmt. 
Die Berechnung der Koordinaten von P^ und Pg könnte ohne 
weiteres ausgeführt werden, wenn bei 
der Streckenmessung keine Messungs- 
fehler vorgekommen wären, wenn also 
die aus den Koordinaten berechnete 
Strecke AB «» 8 mit der Summe 
^1 + ^2 + ^8 = \_s\ übereinstimmen würde. 
Vor der Koordinatenberechnung muß 
die Differenz [s] — 8 auf die einzelnen 
Strecken ihrer Größe proportional ver- 
teilt werden. Hiermit erhält man die 
verbesserten Strecken 




y 



Fig. 88. 



AP, -s,- 






Jf-^J:^ — ^2 r 1 ' Ä 



W 



2 



deren Summe gleich 8 ist. Aus ähnlichen Dreiecken findet man 
dann 



(1) Vi 
oder 



1/ — 1/ X X 



s 



Vi 



2fa I. .Q *1 






>s 



a;^— X 





S [8] 



8, 



w 



und 

(2) ^1 = ^a + ~ gf " ^1 ~" ^~ S 

Hieraus ergibt sich 

(3) yi-Va + ^yS, und x, = x„ + ^^y^s. 
Setzen wir 

(4) 



X, — X 





* "^ = ö und * '^ 



= a 



w ^ — [«J 

und wenden das Vorstehende auch auf den Punkt P^ an, so 
haben wir 

^1 = 2/a + 0^1 ^1 = ^a + ^^1 

Vi = ^1 + Oh ^2 = ^1 + ^^2 



(5) 
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und als Bechenprobe 

(6) ^6=^8 + 0^8 



^b — «^8 "I" ^^8 * 



In derselben Weise können auch die Koordinaten eines 
Punktes Q berechnet werden, der in bezug auf AB durch die 
Abszisse ÄP^ und die Ordinate P^Q bestimmt ist. Nach 
Fig. 23 ist 



und 



y^-Vi- 






S 



^,-^2 = -^^ *. 



Ersetzen wir hierin mit einer kleinen Vernachlässigung S durch 
[5], so erhalten wir die bequemen Ausdrücke 



(8) 



yq = y% + (^^ 

X = x^ — oh , 

Es ist darauf zu achten, daß h mit dem richtigen Vorzeichen 
eingeführt wird, da es für Punkte links von AB negativ an- 
zunehmen ist. 

Beispiel: Die Punkte A und B sind durch Koordinaten ge- 
geben, ferner liegt die in Fig. 24 dargestellte Messung vor. Es 

sind die Koordinaten der Punkte Pg und Q 
und hierzu auch die des Ordinatenfußpunktes 
Pi zu berechnen. 

y,= -1-173,66 r^, = + 226,49 

y,^ -1-386,25 a;,== + 120,97 

2/6 " y« = - 2 12,59 x,-x,==+ 105,52. 

Hieraus findet sich die Strecke AB == S 
= 237,34, es ist also ein Messungsfehler von 
0,12 m vorhanden. Femer ergibt sich nach 

(4) S. 21 

106,62 




Fig. 24. 



'> =• - SS - - 0,89527 



« = + äsai = + 0'^37 , 



und nach Fig. 24 ist s^ = 88,67, s, = 47,93, s, = 100,86. 



§ 8. Zufällige Beobachtnngsfehler. 
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Berechnet man nun die Werte von os^, as^, os^ usw., so 
erhält man die nebenstehende Koordinatenberechnung. Mit 
Ä«— 26,47 ist auch zugleich 
die Berechnung der Koordi- 
naten des Punktes Q ange- 
schlossen worden. 

Die Zahlenrechnung wur- 
de mit Hilfe der Rechen- 
maschine ausgeführt, die für 
solche Zwecke am geeignet- 
sten ist. Es können hierzu 
aber auch Multiplikations- 
tafeln oder fünfstellige Lo- 
garithmen angewendet wer- 
den, wobei dann ein Rechen- 
schema zu entwerfen ist, in dem die ganze logarithmische 
Rechnung Platz findet. 



Punkt 


y 

Ay 


X 

Ax 


A 

Pi 

P. 
B 


+ 386,25 
— 79,38 


+ 120,97 
+ 39,40 


+ 306,87 
— 42,91 


+ 160,37 
+ 21,30 

+ 181,67 
+ 44,82 

+ 226,49 


+ 263,96 
— 90,30 

+ 173,66 


Pi 

Q 


+ 806,87 
I ^ 11,76 


4- 160,37 
4- 23,70 


+ 296,1 1 


+ 184,07 



2, Kapitel. 

Die Fehlertlieorie. 



§ 8. Zufällige Beobachtnngsfehler. 

Es wurde bereits für die bisher geschilderten Messungen 
die Regel aufgestellt, daß die Richtigkeit jedes Messungsergeb- 
nisses in irgend einer Weise, z. B. durch Wiederholung der 
Messung zu prüfen ist. Diese Vorsicht ist zur Vermeidung 
grober Fehler, die durch irgend einen Irrtum bei der Messung 
unterlaufen, notwendig. 

Ebenso ist in dem vorhergehenden Kapitel auf die Fehler 
hingewiesen worden, die aus den Mängeln der Meßinstrumente 
hervorgehen und durch Wiederholung der Messung mit den- 
selben Hilfsmitteln und unter denselben äußeren Umständen in 
der Regel nicht aufgedeckt werden. Ist z. B. ein Meßband zu 
kurz, so wird die gemessene Strecke stets zu lang gefunden 
werden. Ahnliche regelmäßige Fehler werden wir bei allen 
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Meßinstrumenten kennen lernen. Sie werden entweder durch 
Ermittlung der Instrumentalfehler und ihres Einflusses auf die 
Messungen (z. B. Meßband oder Meßlatten), oder durch Justie- 
rung der Instrumente (z. B. Winkelspiegel), oder endlich durch 
Anwendung besonderer Messungsmethoden beseitigt. 

Die Erfahrung lehrt aber, daß auch nach Ausschaltung der 
groben und der regelmäßigen Fehler mehrere Messungen ein 
und derselben Größe nicht genau übereinstimmen, daß also noch 
weitere Fehler vorhanden sein müssen, die trotz aller Sorgfalt 
nicht vermieden werden können. Diese zufälligen Beobachtungs- 
fehler werden sich aus einer ganzen Reihe von Einzelfehlem 
zusammensetzen. BetrachteijL wir z. B. die Längenmessung mit 
Meßlatten, so können hier folgende Fehler auftreten: 1. Ände- 
rungen der Lattenlänge infolge von Witterungseinflüssen, 2. Ab- 
weichungen von der geraden Messungslinie, 3. Verschiebung der 
Latten beim Aneinanderlegen, 4. Durchbiegung der Latten, 
5. Staflfelfehler, 6. Ablesungsungenauigkeiten u. a. Diese Einzel- 
fehler werden sich teils gegenseitig aufheben, teils summieren 
und geben schließlich zusammen den zufälligen Beohachtungs- 
fehler. 

Wenn die Beobachtungsfehler selbst uns in der Regel un- 
bekannt bleiben werden, 30 erkennen wir doch, daß positive und 
negative Fehler gleicher Größe gleich wahrscheinlich sind, und 
daß die Wahrscheinlichkeit der Fehler mit ihrer Größe ab- 
nimmt. Sind wir somit berechtigt, die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers e als Funktion von e anzuisehen, so muß diese Funktion 
für positive und negative Fehler gleicher Größe denselben Wert 
haben. Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit des Fehlers s 
mit fp(B)f so ist demnach (p(e) eine gerade Funktion von £, also 

Unter Einführung gewisser Annahmen, deren Zulässigkeit durch 
die Erfahrung bestätigt wird, hat C, F. Gcmß in seiner Theoria 
motus corporum coelestium im Jühre 1809 den analytischen 
Ausdruck der Funktion (p(s), der sog. FeJüerfunktion, aufgestellt, 
nach dem mit' großer Annäherung die Wahrscheinlichkeit der 
einzelnen Fehler einer Beobachtungsreihe berechnet werden kann. 
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§ 9. Genanlgkeitsmaße. 

Die Genauigkeit einer Beobachtungsreihe wird um so 
größer sein, je kleiner die Fehler e sind. Zur einheitlichen 
Definition der Genauigkeit sind von Gauß verschiedene Genauig- 
keitsmaße eingeführt worden. Das Nächstliegende ist es, aus 
den Beobachtungsfehlern ohne Rücksicht auf ihr Vorzeichen 
einen Mittelwert zu bilden. Der Durchschnittswert aller bei 
einer Beobachtungsreihe möglichen Fehler ist 

(1) ^-±£\s\q>{s), 

und wird als durchschnittlicher Fehler bezeichnet. 

Statt dieses Fehlermaßes hat sich jedoch ein anderes einge- 
bürgert, das einerseits aus theoretischen Gründen die zuverlässigste 
Beurteilung der Genauigkeit verspricht, andererseits den Einfluß 
der Fehler der Beobachtungen auf die Genauigkeit der aus den 
letzteren berechneten Größen bequem verfolgen läßt. Man bildet 
hierzu den Mittelwert aus den Quadraten aller möglichen Be- 
obachtungsfehler und bezeichnet ihn als das Quadrat des miU- 
leren (zu befürchtenden) Fehlers, Drücken wir den mittleren 
Fehler durch ^ aus, so ist 

(2) ^^ = 2:fVW. 

§ 10. Fehlerfortpflanznng. 

Ohne zunächst der wirklichen Berechnung von ii näher zu 
treten, betrachten wir die Tortpflanzung der Beobachtungsfehler 
auf eine lineare Funktion der Beobachtungen. Es seien die 
Größen l^l^- ^ • In ^^ gleicher Genauigkeit gemessen und aus 
ihnen sei die Funktion 

(1) X = fo+fJl+f2k + ---+fJn 

ZU berechnen. Fügen wir zu den Beobachtungen die Fehler € 
hinzu, so erhalten wir links den wahren Wert von x, der mit 
X bezeichnet werde.' Es ist 

woraus folgt 

(2) ^=flh+f3^2 + ---fn^n- 
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Durch Quadrieren erhalten wir 

Da die wahren Fehler selbst unbekannt sind, so führen wir 
in die einzelnen Glieder Durchschnittswerte aus allen möglichen 
Werten ein, die die s annehmen können. Die Durchschnitts- 
werte der ersten n Glieder rechts sind nach (2) § 9 S. 25 /"Jftf, 
fll^'l ' ' ' fn(^n} ^^® ^®^ übrigen Glieder dagegen infolge des ge- 
raden Pehlergesetzes gleich Null. Wir erhalten somit 

(3) (^i-n(^\+ni^i + '--+f>i 

und da die Beobachtungen gleich genau sein sollen, 

(4) f** = (/l + /1 + ---/IV. 

Wenn x keine lineare Funktion der l ist, so muß vor der 
Anwendung der 61. (3) bzw. (4) eine Reihenentwicklung mit Hilfe 
des Ta^Jorschen Lehrsatzes vorgenommen werden. Ist 

(5) x = F{l„l,...Q, 
80 haben wir 

wobei wir uns auf Glieder von der ersten Ordnung in bezug 
auf die s wegen der Kleinheit der letzteren beschränken können. 
Setzen wir 

dl '^' dL '2 • • • ^[ —tnf 
so erhalten wir aus (5) und (6) 

übereinstimmend mit Gl. (2) und können hierauf wieder die 
Ausdrücke (3) bzw. (4) anwenden. Der in diesen Gleichungen 
ausgesprochene Satz heißt die Fehlerhäufungsregel, 

Als einfaches Beispiel für die Anwendung dieses wichtigen 
Satzes betrachten wir die Längenmessung mit Meßbändern oder 
Meßlatten. Bezeichnen wir die Länge des Bandes oder der 
Latte mit l, so ist die gemessene Strecke 

Ist bei jeder Anlage ein mittlerer Fehler ± ft zu befürchten, so 
ist nach (4) 

ftf = n^^ oder ft, = ± /t* Yn 
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und da 



8 



ist, so erhalten wir 

(8) f».= ±^V^- 

Die Größe -^ ist für ein bestimmtes Messungshilfsmittel 

konstant. Es sagt also die vorstehende Gleichung aus, daß der 
mittlere Fehler der Längenmessung mit der Quadratwurzel aus 
der gemesBenen Länge wachst. 

Die Konstante -yi, der mittlere Fehler der Längeneinheit, ist 

aus Yersuchsmessungen zu ermitteln. In runden Zahlen hat 
man gefunden 

für Bandmessungen ft, = ± 0,006 j/s 

für Lattenmessungen ft, = ± 0,003 Ys 

in Metern. Das Gesetz (8) und damit auch die vorstehenden 
Ausdrücke haben jedoch nur Bedeutung für eine ungefähre 
Genauigkeitsschätzung, da außer den betrachteten unregel- 
mäßigen Fehlem auch noch solche auftreten, die einfach pro- 
portional der Länge der Messungslinie wachsen und die häufig 
die ersteren überwiegen. Namentlich bei sehr sorgfältig aus- 
geführten Messungen scheint, wie JReinhertz gezeigt hat, das 
Fehlergesetz die Form 



f». = ±?s 



anzunehmen. 



Die Konstante -^ wird übrigens bei solchen Messungen 
wesentlich kleiner als die in (9) enthaltenen Zahlen sein. 



§ 11. Das arithmetische Kittel. Gewichte. 

Ist eine Größe mehrmals gemessen, so wird das arith- 
metische Mittel der Messungen als vorteilhaftester Wert der 
unbekannten angenommen. Bezeichnen wir die Messungen mit 
^i; ^8 * ' Ky ^^^ arithmetische Mittel mit x, so ist 

(1) ^=ffl. ' 
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Für die Beurteilung der Genauigkeit spielen noch die Ab- 
weichungen X der Messungen vom arithmetischen Mittel oder 
die Verbesserungen der Beobachtungen eine wichtige Rolle. Es ist 

Aft ^=* CO ~~" v-t 

(2) K-^-k 

m 

Setzen wir hierin den Wert von x aus (1) ein und summieren 
die Gleichungen, so ergibt sich 

(3) [i] = 0. 

Wir können das arithmetische Mittel auch in folgender Form 
schreiben 

und wenn wir hierauf die Fehlerhäufungsregel anwenden, so er- 
halten wir 

und bei gleicher Genauigkeit der Beobachtungen 

u^ = - it^ 
oder 

(4) '*«=±#^- 

yn 

Hieraus sieht man, daß durch mehrfache Wiederholung der Be- 
obachtungen eine wesentliche Erhöhung der Genauigkeit erzielt 
wird, die im Anfange sehr rasch vor sich geht. Während bei 
vier Beobachtungen der mittlere Fehler des arithmetischen 
Mittels bereits auf die Hälfte reduziert wird, sind sechzehn Be- 
obachtungen erforderlich, um ihn auf den vierten Teil zu bringen. 
Nehmen wir an, es liege statt des berechneten Wertes x 
eine Beobachtung von derselben Genauigkeit vor, deren mittlerer 
Fehler also auch gleich yi^ ist, so wird diese Beobachtung soviel 
wert sein, wie die n Beobachtungen zusammen, man sagt des- 
halb, die Beobachtung x habe das Gewicht g^ =^ w, wenn die 
Beobachtungen Z^, ?2 • • • ?„ das Gewicht ^ = 1 haben. Es ist 
folglich auch 
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(5) ,, = ±^^, 

wobei (i der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist. 

Für eine andere Beobachtung mit dem Gewicht g^ gilt ent- 
sprechend 

_L ^ 

und es ist folglich 

d. h. es. verhalten sich die Gewichte umgekehrt wie die Qua- 
drate der dazugehörigen mittleren Fehler. 



§ 12. Bereehnnng des mittleren Fehlers. 

Zur zahlenmäßigen Berechnung des mittleren Fehlers der 
Gewichtseinheit nach (2) § 9 S. 25 ist die Kenntnis der wahren 
Fehler unendlich vieler Messungen gleicher Genauigkeit erforder- 
lich, weshalb eine strenge Berechnung nie möglich ist. Jedoch 
wird man einen genäherten Wert des mittleren Fehlers auch 
aus einer endlichen Anzahl wahrer Fehler ermitteln können, 
der um so zuverlässiger ist, je größer die Anzahl der Fehler 
ist. Wir setzen deshalb statt der strengen Formel (2) § 9 S. 25 

(1) ^«=^f"] 



n " 



Die zweite Schwierigkeit in der Berechnung von ft besteht 
darin, daß die wahren Fehler s nie bekannt sind. Wir sind 
deshalb auch hier auf eine Näherungsrechnung angewiesen, in- 
dem wir — - durch die Verbesserungen k der Beobachtungen 

ausdrücken. Nehmen wir wieder n Messungen lx,\'"^n *^? deren 
arithmetisches Mittel x ist, so haben wir nach (2) § 11 S. 28 

Ai = — ?i -f a; 
<2) .* ' 

'l'« ^ — L + ^ • 

Bezeichnen wir den wahren Wert der gemessenen Größe mit X, 

so ist 
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(3) a, = -i, + Z 

und aus (2) und (3) erhalten wir 

[e\ - [X] = n(X - x) 

oder, da nach (3) § 11 S. 28 [A] = ist, 

(4) ^^^X~x. 

Subtrahieren wir die GL (3) von den entsprechenden Gl. (2), so 
erhalten wir 

'*9 ■""" ^9 

" * n 
und hieraus durch Quadrieren und Addieren 

L J L J > ,2 « 

oder 



[AA] = [££] 



n 



Wird noch das zweite Glied rechts aufgelöst, so ist 

[n-] = [es-] - y(el + el + • ■ . + sl + 2a,s, + ■ ■ . 2s,_,sJ. 

Die Glieder rechts lassen sich nicht berechnen, weil die wahren 
Fehler € unbekannt sind. Es bleibt deshalb weiter nichts übrig, 
als die Durchschnittswerte der einzelnen Glieder zu schätzen, 
die sie bei unendlich vielen Beobachtungen annehmen. Der 
Durchschnittswert von [se] ist gleich w^^, die Durchschnittswerte 
der Glieder 2€^S2 usw. sind aber gleich Null. Es bleibt also 

oder 

(ö) '^*=S-' 

Als Zahlenbeispiel entnehmen wir aus Versuchsmessungen, 
die Prof. Eeinhertz im Jahre 1892 ausführen ließ, die folgenden 
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mit einem StaUmeßband von 20 m Länge gewonnenen Er- 
gebnisse 

l \ X \ XX 



624,63 m 


-f- 4 cm 


16 


624,69 


2 


4 


624,80 


— 13 


169 


624,58 


+ 9 


81 


624,64 


+ 8 


9 


624,54 


+ 13 


169 


624,73 . 


— 6 


36 


624,80 


— 13 


169 


624,54 


+ 13 


169 


624,66 


+ 1 


1 


624,77 


10 


100 


624,70 


— 3 


9 



X = 624,67 



[XX] = 932 



f*-±]/^==±9,2cm. 
Mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels 

f^.«±^=-±2,7cm. 



§ 13. Allgemeines arithmetisches Mittel. 

Sind die einzelnen Beobachtimgen nicht gleich genau ^ so 
können sie nicht ohne weiteres zu einem arithmetischen Mittel 
vereinigt werden. Wenn die mittleren Fehler der Messungen 
bekannt sind, so lassen sich hieraus nach (6) § 11 S. 29 ihre 
Gewichte berechnen^ indem man einer Messung ein beliebiges 
Gewicht, z. B. Eins gibt. Eine Beobachtung ?^ mit dem Ge- 
wicht g^ läßt sich aber nach S. 28 als arithmetisches Mittel 
von gf Messungen auffassen, deren Gewicht gleich Eins und 
deren Summe gleich g^l^ ist. Hiermit ist der Weg gezeigt, der 
zu einem allgemeinen arithmetischen Mittel führt. Die Summe 
der auf die Gewichtseinheit reduzierten Messungen ist 

hffi + h9i + '- + K9n -= U'S] 
und ihre Anzahl 

9l+92 + '"+9n'-'[9]y 

folglich ist ihr arithmetisches Mittel 



(1) 
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Multiplizieren wir die Verbesserungen 

A« = — L + ^ 
der Reihe nach mit g^^ q^ ' ' ' ffnj ^^ S^^^ ^^^® Summe 

und nach (1) 

<2) [i^] = 0. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers von x schreiben wir 
die Gl. (1) in der Form 

Diese n Glieder können wir nach den obigen Ausführungen auf- 
lösen in [g] Glieder, deren Koeffizienten sämtlich gleich y-i sind. 
Wenden wir hierauf die Fehlerhäufungsregel an, so erhalten wir 

oder 

worin fi der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist. Es folgt 
hieraus der Satz, daß das Gewicht des arithmetischen Mittels 
gleich der Summe der Gewichte der einzelnen Messungen ist. 
Wir schließen hier die Berechnung des mittleren Fehlers 
der Gewichtseinheit an. Haben die Beobachtungen ?i, üg • • • i„ die 

Gewichte g^ g^- • ^„, so sind die Gewichte der Größen liYslij 

hV92 ' ' ' ^nVÖn sämtlich gleich der Einheit. Zu diesen Größen 
gehören die wahren Fehler 

und wenn wir hieraus das Mittel der Quadrate bilden, so er- 
halten wir für den mittleren Fehler einer Beobachtung vom 
Gewicht Eins die Gleichung 

<4) ^«=='"^1 



n 



Um statt der s die A einzuführen, schlagen wir den Weg von 






h9^ =* — h9i + ^92 ^92 = — ^20^2 + ^9% 



§ 13. Allgemeines aritbmetisches Mittel. 33 

S. 29 u. 30 eiD, indem wir jedoch die Gl. (2) und (3) § 12 
mit g multiplizieren. Es ist 

K9i h 9i + ^9i h9i = — ^i5^i + ^9i 

(5) 

• ■ 

K9n = - K9n + ^9n ^n9n ^n9n + ^9n ' 

Aus den Summen dieser beiden Gleichtingssysteme erhalten 
wir 

und da [Xg] = ist, 

Die Gleichungssysteme (5) geben ferner nach Division durch 
Y9i} V9i ^sw. und Einsetzen des vorstehenden Wertes von X — x 

Durch Quadrieren und Summieren finden wir aus diesen 
Gleichungen 

lng]=^[8sg]-^^^^ 

= [*«5^] - [^ (^"i9l + 49l + '" + Blgl + 2^1 s^g^g^ + • • • 

Die Durchschnittswerte der Glieder £^^|, slgl usw. sind nach (4) 
gleich gi^^, g^ix^ usw., der Glieder "^e^e^g^g^ usw. aber gleich 
Null, es ergibt sich somit 

\XXg'] = nyi^ — ^^ 
oder 

Als Zahlenbeispiel benutzen wir die nachstehenden ebenfalls 
den Beinhertz^okQVL Versuchen entnommenen 18 Messungen, die 

Eggert, Geodftsie. 3 
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mit 5 m-Latten, 4 m-Latten und einem 20 m-Meßbänd ausgeführt 
wurden. 



1) 5 m- 


-Latten 


1 2) 4 m-Latten 


1 3) 2C 


) m-Band 


l 


X 


Z 


X i 


' ? 


X 


312,640 m 


— 10 mm 


620 ! mm 


68 


— 3 cm 


631 


— 1 


606 


+ 14 


64 


+ 1 


532 


- % 


630 


— 10 


66 


-10 


537 


7 


533 


13 


62 


+ 3 


617 


+ 13 


518 


+ 2 


63 


+ 2 


522 


+ 8 


613 


+ 7 


49 


+ 6 


x^ — 312,630 


x^ — 312,620 


Xa •• 

[XX\ ' 


= 312,65 


XX' — 387 


'XX' — 478 


-= 15900 


9 '^^ 


" 77,4 


mI = 


= 96,6 


i^l- 


— 3180 



In der dritten Serie sind die Messungen auf cm abgerundet 
worden. Zur Bestimmung der drei Gewichte ist für jede Serie 
ein Mittelwert x und das Quadrat des mittleren Fehlers einer 
Messung berechnet worden. Hiermit erhalten wir 

1 



oder 



_ 1 1 ^ 

.^1 • ^2 : ö's — 77^4 • gö^e '' 3180 



ö'i:^2--ö'8 = 39,8: 32,2:1. 
Hierfür führen wir die runden Werte ein 

g^^AO ^2=^30 ^3 = 1 
und finden dann nach (1) das allgemeine arithmetische Mittel 

X =. ^^i-+_^ +^ _ 312,526. 

Mit diesem Werte von x werden nun die endgültigen Ver- 
besserungen k und für die drei Serien die Quadratsummen [kkg] 
berechnet. Als Gesamtsumme ergibt sich 

\lXg\ = 44416 

und hiermit wird der mittlere Fehler der Gewichtseinheit nach (6) 

f^ = ± ]/^ = ± y26i3 = ± 51,0 mm. 

Da den Messungen der dritten Serie das Gewicht Eins beigelegt 
war, so ist zugleich 

/Ltg == 4: 51,0 mm 
der mittlere Fehler einer Messung der dritten Serie. 
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Ferner erhalten wir nach (5) § 11 S. 29 

f^2 = ± ]/-^ = ± 9.0 ^^ 
und 

^i = ± y-^-±8,^ mm. 

Endlich finden wir noch den mittleren Fehler des allgemeinen 
arithmetischen Mittels nach (3) 



, -1/2613 , ^^ 

/^a: = ± y-^ = ±2p mm. 



§ 14. Mittlerer Fehler aus Beobachtungsdifferenzen. 

Sind mehrere gleichartige Größen, z. B. nahezu gleich lange 
Strecken, je zweimal gemessen, so lassen die Messungsdifferenjsen 
auch einen Schluß auf die Genauigkeit der Messungen zu. Be- 
zeichnen wir die Messungen mit l und T, ihre Differenzen mit d 
und ihre wahren Fehler mit s und £', so ist 

Cl — Vi = dl = €i — El 

, V h — h = ^2 =^ £2 — *2 

(1) 

In ^n = (*n ^^ ^n ^» • 

Hieraus erhalten wir 

Der Durchschnittswert des letzten Gliedes ist Null, der- 
jenige der beiden ersten Glieder ist gleich w/lc^, wenn fi den 
mittleren Fehler der einzelnen Beobachtungen bezeichnet. Es 

ist folglich 

[dd] = fifi^ + nu^ 

oder 

Beziehen sich die Differenzen d auf Messungen mit verschiedenen 
Gewichten g^ ff2 ' ' ' 9nf ®^ multiplizieren wir die Gl. (1) mit den 
Quadratwurzeln aus den Gewichten und erhalten 

Iddg] = [esg] + [esg] - 2[€€'g'] . 

Die Einführung der Durchschnittswerte für die einzelnen Glieder 

rechts gibt dann nach (4) § 13 S. 32 

3* 
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(3) 
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,=±v 



[ ddg] 
2n 



als mittleren Fehler einer Messung vom Gewicht Eins. 

Beispiel. Aus den nachstehenden gleich genau ausgefühiien 
Doppelmessungen ist der mittlere Fehler einer Messung zu er- 
mitteln. 



l 


r 


d 


dd 


132,46 m 

136,26 

134,77 

132,69 

136,62 

134,09 


132,64 m 

136,21 

134,73 

132,69 

136,68 

134,09 


9 cm 
6 
4 
10 
4 




81 
26 
16 
100 
16 



[dd]^ 


= 288 



/^ == ± y ^ = ± 4,45 cm. 



§ 15. Genauigkeit der Punktbestimmung. 

Die Genauigkeit eines Punktes, dessen rechtwinklige Ko- 
ordinaten aus Messungen unmittelbar oder durch Rechnung ge- 
funden sind, kaun durch die mittleren Fehler der Koordinaten 
angegeben werden. Jedoch ist sie hierdurch nicht eindeutig 
bestimmt, da die beiden mittleren Fehler von der Richtung der 
Koordinatenachsen abhängig sind. 

Analog dem mittleren Fehler einer Größe können wir auch 
den mittleren Fehler der Lage eines Punktes angeben. Be- 
zeichnen wir die wahren Fehler der Koordinaten eines Punktes 
mit £^ und f^, so ist der wahre Fehler des Punktes 



(1) A = Vel+sl, 

und da nach (2) § 9 S. 25 für den mittleren Fehler des Punktes 
die Gleichung 

gilt, so erhalten wir 

Nach einem Satz aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist 
die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Auftretens zweier Er- 
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eignisse gleich dem Produkt aus den Wahrscheinlichkeiten der 
einzelnen Ereignisse. Also ist 

9(A) = 9)(6j9?(fy), 
und 

Jf» = SS(4 + tf)9>(£«)9'(g 
oder 

Die Wahrscheinlichkeit, daß von mehreren Ereignissen eins 
eintrifft, ist gleich der Summe der einzelnen Wahrscheinlichkeiten. 
Da aber irgend ein Fehler €^ und ein Fehler s^ bestimmt auf- 
treten müssen, so ist 

Ti^i^x) = 1 und ^(p(6y) == 1, 
also 

Die beiden Glieder rechts sind aber nach (2) § 9 S. 26 die 
Quadrate der mittleren Fehler ^^ und fi^. Es ist also 

(2) M'^iil + iil 

Die GL (1) gilt für beliebige Richtungen der Koordinaten- 
achsen, es ist also auch der Wert von M von dem Koordinaten- 
system unabhängig und deshalb als eindeutiges Genauigkeitsmaß 
brauchbar, ii^ und fi^ bezeichnen die mittleren Fehler der 
Punktlage in zwei beliebigen zueinander senkrechten Richtungen. 



Das vorstehende Kapitel beschäftigt sich mit der Fehler- 
theorie unabhängiger Beobachtungen und ihrer Funktionen. Da 
die meisten Messungen vor ihrer weiteren Verwendung einer 
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate unter- 
zogen werden, so hat die Fehlertheorie der ausgeglichenen y also 
nicht mehr voneinander unabhängigen Beobachtungen eine wesent- 
lich größere Bedeutung. Diese Theorie wird im Zusammen- 
hange mit der Ausgleichungsrechnung im vierten Abschnitt 
eingehend behandelt, und es wird am Schluß dieses Abschnitts 
auch auf die spezielle Literatur hingewiesen. 
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3. Kapitel. 

Theorie optischer Instrumente. 

§ 16. Brechung an Kugelflächen. 

Zum vollen Verständnis der geodätischen Instrumente ist 
die Kenntnis der Grundlehren der geometrischen Optik erforder- 
lich, soweit sie die Abbildung von Objekten durch Linsensysteme 
behandelt. Wir betrachten zunächst den Fall einer einzigen 
brechenden Kugelfläche. Von einem leuchtenden Punkt P 
(Fig. 25) gehe ein unendlich dünnes Büschel von Lichtstrahlen 




Fig. 25. 

aus und treffe eine zwei verschiedene Medien trennende Kugel- 
fläche. Da die einzelnen Strahlen des Büschels die Fläche in 
verschiedenen Punkten schneiden, so werden sie verschiedene 
Brechungen erleiden und sofern sie in verschiedenen Einfalls- 
ebenen liegen, sich nach der Brechung kreuzen. Zwei benach- 
barte Strahlen FQ und PQ\ die in derselben Einfallsebene 
liegen (meridionale Strahlen), schneiden sich nach der Brechung 
in einem Punkte Pi, den wir als den meridionalen BüdpunJct 
von P bezeichnen. Ferner gibt es zwei andere benachbarte 
Strahlen des Büschels, die mit PC gleiche Winkel bilden (sagit- 
tale Strählen), infolgedessen auch dieselbe Brechung erleiden 
und sich wieder in einem Punkt P2 der Geraden PC, dem 
sagittdlen Bildpunht von P, treffen. Die Punkte P[ und P2 
werden auch die astigmatischen Bildpunkte von P für das be- 
trachtete Lichtbüschel genannt. Nur diese beiden Strahlen- 
paare des Büschels liefern Bildpunkte. 

Um aus der Objektweite a die meridionale Bild weite h be- 
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rechnen zu können^ haben wir in Fig. 25 nach dem Brechungs- 
gesetz 

(1) v sin a = v' sin /S, 

wo V und v' die Brechungsindices der beiden Medien sind. 

Ferner ist, wenn QQ" = ds und (?Pi = 6 gesetzt wird, 

ds , ds ^ t d$ 

t^ = -- cos a, M = r cos p und y = 
a ' '^ * r 

und hiermit wird 

d^^y- u:= ds (J; - -^). 

Aus dem Brechungsgesetz (1) erhalten wir 

V cos ada = v' cos ßdß 
o(^er 

1 cos a 

rfa r' cos ß r a 

dß V cos cc 1 cos ß 

~r b~ 

und hieraus 

/ri\ V cos" a , v'cos'ß ^ / f o \ 

(2) ^ + — y- = - (v COS /S - v cos a). 

Für die sagittale Abbildung haben wir, wenn QPi = V ist, 

, — cos a + 1 

a sin tt a cos oc -f- r r av 

h' sin ß h' cos ß — r 6' ^ ^ 6'v' 
^ ^ — cos ö — 1 

r '^ 

und dies gibt 

(3) :^ + F = V (''' cos /S - V cos a). 

Besondere Bedeutung hat der Fall, in dem das Lichtbtisöhel 
die Fläche unter einem kleinen Einfallswinkel trifft;, so daß die 
zweiten und höheren Potenzen Ton a und deshalb auch von ß 
vernachlässigt werden können. Führen wir noch die Be- 
stimmung ein, daß a, h und r positiv gerechnet werden, wenn 
sie von S aus in der Richtung der Lichtbewegung, also rechts 
liegen, so gehen die beiden Gleichungen (2) und (3) über in 



(4) 



V V V — V 



b a r ' 

Man sieht, daß jetzt beide Bildpunkte in einem Punkte zu- 
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Fig. 26. 



sammenfallen^ der auf FC liegt und den wir mit P' bezeichnen 
wollen. Da in (4) a und ß nicht mehr auftreten, so werden 
alle von P ausgehenden Strahlen, die die Fläche unter kleinen 
Einfallswinkeln treffen, sich in P' vereinigen. Wir wollen 
diese Strahlen kurz als Achsstrahlen bezeichnen. 

In P liege eine Ebene senkrecht zu PC, und ein Punkt A 
derselben werde in A' durch Ä.chsstrahlen abgebildet (Fig. 26). 

Wird der Winkel w von 
derselben Ordnung wie 
a und ß angenommen,, 
so liegt auch A' in der 
Ebene, die PC in P' 
senkrecht schneidet, und 
die brechende Fläche 
kann auch als eine PC 
in S senkrecht schneidende Ebene angesehen werden. Diese 
Abbildung gilt mit der Beschränkung auf kleine Winkel für 
alle Punkte der Normalebenen in P und P', es werden also 
Figuren der ersten Ebene, der Objektebene, in der zweiten, der 
Bildebene, ähnlich abgebildet. Liegt auf PC der Mittelpunkt 
einer zweiten Kugelfläche, so gilt jetzt die Ebene in P' als 
Objektebene und wird in P" in einer zweiten Bildebene ab- 
gebildet. Dasselbe gilt für beliebig viele Flächen, deren Mittel- 
punkte auf derselben Geraden liegen, die also zentriert sind. 
Alle Objektpunkte, von denen Lichtstrahlen auf die erste 
brechende Fläche treffen, liegen im Objektraum, alle Bildpunkte^ 
die durch Schnitt dieser Strahlen nach der letzten Brechung 
entstehen, liegen im Bildraum. 

Jeder Geraden, die durch einen Objektpunkt geht, entspricht 
eine Gerade, die durch den Bildpunkfc des letzteren geht, und 
jeder achsensenkrechten Ebene im Objektraum eine solche im 
Bildraum, in der Figuren der ersteren ähnlich abgebildet werden. 
Dieses Verhältnis, in dem Objektraum und Büdraum zueinander 
stehen, wird in der projektiven Geometrie als hoUinea/re Ver- 
wandtschaft bezeichnet. Ohne hierauf näher einzugehen, können 
wir einige einfache Gesetze leicht angeben.^) 



1) Vgl. J. Classen, Mathematische Optik. Leipzig 1901. Kap. VII. 
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§ 17. Geometrische Beziehungen in einem abbildenden 

System. 

Wir wollen hierbei zuuächst von der Verwirklichung der 
Abbildung durch ein optisches System absehen und die ent- 
wickelten Beziehungen zwischen Objekt- und Bildraum ohne 
Einschränkung gelten lassen. Die Achse des Systems sei die 
Abszissenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen 
Ordinaten nach oben positiv gerechnet werden. Einem Punkt P 
(Fig. 27) im Objektraum entspricht ein Punkt P' im Bildraum, 

und das Verhältnis der Ordinaten /J = — ist die Lateralvergrößerung 

y 

der Abbildung. Ist der Wert von ß für alle konjugierten Ebenen- 



JC 



-£.: - _^-_ _ 5. _ 



y y- 







Fig. 37. 



paare derselbe, so wird die Abbildung als teleskopische bezeichnet. 
In diesem Falle werden parallelen Geraden des Objektraums 
auch parallele Geraden im Bildraum entsprechen. Bei nicht 
teleskopischer Abbildung ist ß für alle Ebenenpaare verschieden, 
und es werden parallelen Geraden im Objektraum solche Ge- 
raden im Bildraum zugehören, die durch einen Punkt in end- 
licher Entfernung gehen. Der unendlich fernen Objektebene 
ist daher eine Bildebene in endlicher Entfernung konjugiert, 
die Brennebene des Bildraums. Ebenso entspricht der Brenn- 
ebene des Objektraums die unendlich ferne Bildebene. Die 
Brennebenen schneiden die Achse in den Brennpunkten F und F\ 

Der Geraden PP entspricht nach dem Vorhergehenden die 
Achsenparallele durch P', und der Geraden F'P' die Achsen- 

parallele durch P. Der Ausdruck /3 = — gibt die Lateral- 
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Tergrößerung der beiden Ebenen, in denen P und P' liegen, 
an. Verschieben wir P auf PF, so wird P' auf der Achsen- 
parallelen wandern, und die Vergrößerung ß wird stets eine 
andere sein, da y konstant bleibt. Gelangt P nach P^, so 
wird /3 « 1. Wird andrerseits P' auf P'F' verschoben, so 
wird die Vergrößerung /3 = 1, wenn P' nach Pg gelangt. Hier- 
bei ist es noch zweifelhaft, wo die zu Pi bzw. PjJ konjugierten 
Punkte auf den Geraden PiP' bzw. P2P liegen. Man sieht 
aber, daß die beiden Ebenen in Pi und P% mit derselben Ver- 
größerung /J = 1 abgebildet werden und da im nicht tele- 
skopischen System zwei Ebenenpaare nicht denselben Wert von 
ß haben können, so sind die beiden Ebenen einander konjugiert 
und damit ist auch die Lage von P[ bzw. P2 bekannt. Diese 
beiden Ebenen, die einander mit der Vergrößerung 1 abbilden, 
heißen Hauptelenen und ihre Schnittpunkte H und H mit der 
Achse Hauptpunkte, Die Abstände f und f d^r Hauptpunkte 
von den Brennpunkten sind die Brennweiten des Systems. Auch 
/ und f sind als Strecken zu rechnen, die positiv sind, wenn 
H und JET rechts von F und F' liegen. 

Betrachten wir femer ohne Rücksicht auf Fig. 27 einen be- 
liebigen Strahl, der durch P geht, und die Achse unter einem 
Winkel u schneidet, so wird sein Bildstrahl durch P' gehen 
und die Achse unter einem Winkel u schneiden. Das Ver- 
hältnis 

tang u 

'^ tang u 

heißt das Konvergenzverhältnis oder die Winkelvergrößerung, Es 
wird nun zwei konjugierte Strahlen geben, deren Konvergenz- 
verhältnis gleich 1 ist, bei denen also u = u ist. Die Schnitt- 
punkte dieser Strahlen mit der -Achse heißen nach Listing die 
Knotenpunkte des Systems. 

Die Brennpunkte F und F' (Fig. 27) seien die Nullpunkte 
zweier Koordinatensysteme, in denen P und P' die Abszissen x 
und x' haben. Es ist alsdann 

(1) ^ = -S? also /J ~ 7> und entsprechend auch /3 = — • 

Hieraus ergibt sich 

(2) ff = XX. 
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Führen wir statt F und F' die neuen Nullpunkte H und 
H' ein und bezeichnen die neuen Abszissen von P und P' mit 
a und hy so ist 



also nach (2) 
oder 



(« +f){b + f')= ff 



Die öl. (1) gehen dann über in 

Von Wichtigkeit ist noch der Wert des Konyergenzver- 
hältnisses y für beliebige Strahlenpaare, die durch die beiden 
konjugierten Achspunkte Q und Q' gehen. Nach Fig. 21 ist 

tflngt«' f — X 

also konstant für alle Strahlenpaare. Es ist aber 



und da 
so ist 



hEi^yl und ^^-^y 

f—X f " X —f f 

-Pl-P»'= -Pl-P«, 

/•-a; y_L-- ^ L 

f X 



also 

(5) y= ,.- ^ 

Die Gl. (3) und (4) bestimmen den Abbildungsvorgang voll- 
ständig, indem zu einem durch die Werte von a und y ge- 
gebenen Objektpunkt die erstere die Größe von 6, die letztere 
die Größe von y für den entsprechenden Bildpunkt liefert. Wir 
bezeichnen einen Objektpunkt als reell, wenn er im Sinne der 
Lichtbewegung vor der zugehörigen Hauptebene, als virtuell, 
wenn er hinter der Hauptebene Hegt. Für die Bildpunkte haben 
diese Bezeichnungen die umgekehrte Bedeutung. 

Das einfache Gesetz, das in Gl. (3) ausgesprochen ist, wurde 
von C. F. Gauß in den „Dioptrischen Untersuchungen" im 
Jahre 1841 gefunden, indem er durch Verfolgen der Achs- 
strahlen durch ein System brechender Kugelflächen zu der Ein- 
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führung der Haupt- und Brennpunkte des Systems gelangte. 
Daß diese Beziehungen Ton der Abbildung durch die einzelnen 
brechenden Flächen unabhängig sind^ und daß sie vielmehr 
notwendig überall da auftreten müssen, wo die Abbildung 
eines Raumes in einen zweiten durch Strahlen stattfindet, 
wurde durch Möhius und später durch Abbe gezeigt^ die die 
von Gauß gefundenen Gesetze ohne Rücksicht auf die Verwirk- 
lichung durch ein optisches System rein mathematisch ableiteten. 



§ 18. Zusammensetzung mehrerer Systeme. 

In Fig. 28 seien Fi, fii, H[, F[ bzw. F^j H^, Hi, Fi die 
Haupt- und Brennpunkte zweier abbildender Systeme, die zu- 
sammen wieder wie ein einzelnes System zu behandeln sind. 




Fig. 28. 

Wir bezeichnen die Brennpunkte des letzteren mit F und F'y 
die Strecke FiF^ mit Ai und die Abstände der Punkte Fi und 
jFg von den Brennpunkten F und F' mit öi und öi. 

Ein von F ausgehender Strahl muß nach dem Verlassen 
des gesamten Systems parallel der Achse laufen, infolgedessen 
auch durch F^ gehen. Demnach sind F und F^ konjugierte 
Punkte im ersten System. 

Ebenso sieht man, daß die Punkte Fi und F' im zweiten 
System einander konjugiert sind. 

Nach Gl. (2) § 17 S. 42 ist dann 

-~öA==fifi und 6'A = + f2f2 
oder 

fJi 



(1) 



= — 



und ff' = +^;f', 



womit die Lage der Brennpunkte F und F' bekannt ist. 
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Sind f und f die Brennweiten des Gesamtsystems, so ist 
nach (6) § 17 S. 43 

f « 



Andrerseits ist nach Fig. 28 der Punkt F'^ in dem Gesamt- 
system dem Punkte jPi konjugiert, infolgedessen ist 



folglich wird 






//i A ^' ' a 



/•=-«f'^ und /•'= ^. 

/2 /l 

und mit Hilfe von (1) 

(2) /■=-¥' und r-=+^'. 

Wenn wir ein drittes System mit den Brennweiten /jj und 
/J hinzufügen, für das die Strecke F^F^ == A2 ist, so können 
wir die vorstehende Entwicklung unmittelbar anwenden, wenn 
wir die beiden ersten Systeme durch das gefundene Gesamt- 
system ersetzen. Als Systemabstand ist hierbei A^ — 61 ein- 
zuführen. Wir finden auf diese Weise als Gesamtbrennweite 
der drei Systeme 

(3) ^=(-l)V|J^,7) und r = + ^-^. 
Für Tc Systeme ergibt sich auf demselben Wege 

(4) f^(-iy-^fA^ und r = + &l^, 

wobei 

(5) N, « Ai (A2 - 6^ (A3 - <f20 • • • (A*-i - (?*-2) 
ist. Es folgt hieraus 



(6) T' = (- 1) 



f [ iNjfc_i A/i- • • fl 



k 



r ' ' nn-n 



§19. Optische Systeme. 



Die einfachen Abbildungsgleichungen, die wir aus rein geo- 
metrischen Beziehungen gefunden haben, müssen nun auch für 
die Abbildung durch eine Reihe brechender Kugelflächen ver- 
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mittelst Achsstrahlen gelten. Für eine einzelne Mäche haben, 
wir nach (4) § 16 S. 39 

V — V 



(1) 


V V 

b a 


Setzen wir 




(2) 


r ^fi. 



V 

V — 



-n, 



so geht diese Gleichung in (3) § 17 S. 43 über; es fallen also 
hier die Hauptpunkte mit dem Kugelscheitel zusammen. 
Aus (2) ergibt sich 

und für weitere brechende Kugelflächen gilt entsprechend 



(3) 



fi 


V 

v' 


fi 


V 
V 


r 

f. 


v(*- ») 


f'k 


^w 



Wird dies in die 61. (6) des vorigen Paragraphen eingesetzt, sa 
erhalten wir 

% 

Es ist also das Verhältnis der beiden Brennweiten eines op- 
tischen Systems nur von dem ersten und letzten Brechungsindex 
abhängig. Sind die Brechungsindices des ersten und letzten 
Mediums gleich, wie es z. B. bei Luft von gleicher Beschaflfen- 
heit der Fall ist, so ist 

(5) f=-r. 

Aus den allgemeinen Abbildungsgleichungen ergibt sich 
noch eine weitere wichtige Beziehung für ein optisches System. 
Nach (1) und (5) § 17 S. 42 u. 43 ist 

(6) ßy=.y:^-'.^^f 

^ ^ 2/ tang n f 

Da y und u im optischen System aus der Brechung durch 
sämtliche Kugelflächen hervorgehen, so können wir y^*) und w^* 
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an ihre Stelle setzen. Es folgt dann aus (6) und (4) die Be- 
ziehung 
(7) vy tang u = i^WyW tang u^^\ 

die als Lagrange 'HelmJwUasGhe Gleichung bezeichnet wird. 

§ 20. Die Konstanten optischer Systeme. 

Um die 61. (3) § 17 S. 43 auf ein gegebenes System 
brechender Kugelflächen anwenden zu können, ist es notwendig^ 
die Lage der Haupt- und Brennpunkte zu ermitteln. Gregeben 
seien hierzu die Radien r der brechenden Flächen und die Ab- 
stände d der Scheitelpunkte. Statt der Brechungsindices v^v^- - 
führen wir die Brechungsquotienten 



W. = — , Wa = - 



ein, die für zwei Nachbarmedien gelten. 

Erhält die letzte Abbildung den Index k, so haben wir nach 
Gl. (4) § 16 S. 39 



(1) 



Wj 1 W, ~ 1 

6, «1 "" r^ ' 


— a^ — dl 


-h 


w, 1 n, — 1 

• 


<h = di 


-h 


• 







Setzen wir hierin a^ = (X> und berechnen b^, so gibt dieser 
Wert den Abstand des hinteren Brennpunktes von der letzten 
Fläche an. 

Kehren wir das ganze System um und wiederholen die Be- 
rechnung, so erhalten wir den Abstand des vordem Brenn- 
punktes von der ersten Fläche. 

Zur Bestimmung der Brennweiten selbst betrachten wir in 
Fig. 29 einen parallel der Achse in der Höhe h^ auf die erste 
Fläche 'fallenden StrahL Bezeichnen ^ und J^' die beiden Haupt- 
ebenen des Systems, so ist 



~- == tang u und auch — tT = tang u , 

/ k 



folglich ist 
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f- 



K 



W'K 



tang u \h^ ' •' Ä tQ,ngu ' 

Es ist aber auch, wenn die Krümmung der brechenden Flä- 
chen wie bisher vernachlässigt wird, 



^- = ^_ 



K 



-»^ = -i usw., also 



r = 



6, 6, 



h-r\ 



oder 

(2) 



ttg ttj • • • a tang u 



r- 



und zur Berechnung yon f hat man nach (4) § 19 S. 46 



(3) 



/•=-/•' 



V 



V 



(*)• 



Für ein Zahlenbeispiel entnehmen wir aus Steinheil und 
Yoity Handbuch der angewandten Optik, 1. Band, Leipzig 1891, 




Fig. 29. 

S. 167 die Zahlenwerte eines Systems Ton zwei Linsen. Hier- 
für ist gegeben 

r^ = + 174,39 öfi = + 8,00 r^ = - 572,36 d^=^ + 0,39 

rg-- 385,38 rfg == + 5,00 r^ = + 659,29, 

w, - — = 1,51806 

^3 = ^ = 1,61358 . 

Hiermit findet sich aus den Gl. (1) für den Durchgang des 
Strahls von der ersten zur vierten Fläche 

6^ = + 702,58 

und in umgekehrter Richtung 

61 = + 728,99. 
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Ferner gibt die Gl. (2) 

f /•' = + 720,06, 

und da der Abstand der Brennpunkte gleich 

K + K + d^ + d^ + d^-- 1444,96 
ist, so erhält man für den Abstand der Hauptpunkte 4,84. 

Zur experimentellen Bestimmung der Lage der Hauptpunkte 
und der Brennweiten eines vorliegenden Linsen Systems, dessen 
Radien und Scheitelabstände nicht bekannt sind, können ver- 
schiedene Methoden angewendet werden. 

Ein einfacher Weg bietet sich durch die Ermittlung der 
Lage konjugierter Punkte auf der Achse. Die unbekannten Ab- 
stände der beiden Brennpunkte von einem festen Punkt der 
Achse seien p und q. Werden von demselben Punkte aus die 
Abstände u^ und v^ zweier konjugierter Punkte gemessen, so 
erhält man nach Gl. (2) § 17 S. 42 

K-jp)(«^i-g)-=-/*^ 

Wiederholt man die Messung für zwei andere Punktpaare, so 
ist auch 

K--P)(^3-2) = -/'S 

und aus diesen drei Gleichungen können die drei Unbekannten 
jp, q und f berechnet werden. Gauß hat in seineu Dioptrischen 
Untersuchungen die praktische Ausführung dieser Methode in 
eleganter Weise durchgeführt. 

§ 21. Die Abbildungsfehler. Blenden. 

Bisher wurde nur die Abbildung durch ein optisches System 
vermittelst Achsstrahlen betrachtet, die wir als Gaußsche Ab- 
bildung bezeichnen wollen. Bei optischen Instrumenten ist eine 
solche Abbildung nicht ausreichend. Für die hier interessieren- 
den Zwecke ist entweder eine Abbildung kleiner Plächenelemente 
durch weit geöffnete Strahlenbüschel oder eine solche ausgedehn- 
ter Flächen durch enge Büschel erforderlich. Der erstere Fall 
tritt bei den Objektiven, der letztere bei den Okularen der Fern- 
rohre auf. Wir wollen nun die Fehler betrachten, die durch 

Eggert, Geodäsie. 4 
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diese beiden Erweiterungen der Abbildungsgrenzen bei einer 
Linse auftreten. 

Im ersteren Fall werden von einem leuchtenden Punkt der 
Achse außer den Achsstrahlen auch noch Randstrahlen auf die 
Linse fallen; diese werden nicht durch den Gaußsehen Bild- 
punkt gehen, und man bezeichnet ihre Abweichung von dem 
letzteren als sphärische Aberration. Wird durch den Gaußsehen 
Bildpunkt eine achsensenkrechte Ebene gelegt, so schneidet diese 
das Strahlenböschel in einem kleinen Kreise, dem Zerstreuungs- 
kreise. Von dem Durchmesser des Zerstreuungskreises hängt 
die Verundeutlichung des Bildes ab, da erst von einer gewissen 
Größe des Durchmessers ab die Zerstreuungskreise dem Auge 
wahrnehmbar sind, während sie unterhalb dieser Grenze nur 
als Punkte gesehen werden. Es ist dies von Wichtigkeit für 
die Konstruktion aberrationsfreier Linsensysteme, da die Aberra- 
tion sich wohl verkleinern aber nicht beseitigen läßt. 

Ist keine Aberration vorhanden, so werden die Bilder der 
Achsstrahlen und der Randstrahlen zusammenfallen. Dabei kann 
aber noch die Vergrößerung dieser beiden Abbildungsarten ver- 
schieden sein, so daß die Bilder sich in verschiedener Größe 
überdecken. Bezeichnen wir wieder die Winkel, die zwei kon- 
jugierte Strahlen mit der Achse bilden, mit u und w', so läßt 

sin u 

sich nachweisen, daß das Verhältnis — — für alle Strahlenpaare 

/ sint* *^ 

konstant sein muß, wenn die Vergrößerung dieselbe sein solL 

Die Gleichung ist unter dem Namen Simisbedingung bekannt. 

Der Widerspruch, in dem diese Forderung zu der Gleichung 

von Lagrange-Helmholtz steht, ist nur dann ohne Einfluß, wenn 

die Winkel u und u klein sind, wie es bei Fernrohren der 

Fall ist. 

Im zweiten Fall wird in erster Linie der schon kurz be- 
sprochene Astiamatismus eine Rolle spielen und bewirken, daß 
eine ausgedehnte Objektebene durch unendlich dünne Büschel 
in zwei verschiedene Flächen abgebildet wird. Wenn es mög- 
lich ist, diese Flächen zum Zusammenfallen zu bringen, so bleibt 
die Bildfläche immer noch gekrümmt, es ist der als Bildfeld- 
krümmung bezeichnete Fehler vorhanden. Sind endlich diese 
beiden Fehler aufgehoben, so braucht noch nicht die Ähnlichkeit 
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zwischen Bild und Objekt zu bestehen, es kann Verzeidhnunff 
auftreten, oder die Bedingung der Orfhoskopie nicht erfüllt sein. 

Bisher wurde die Annahme einfarbiger Lichtstrahlen von 
gleicher Brechbarkeit gemacht. Gehen Strahlen mit verschie- 
denen Brechungsexponenten durch die Linse hindurch, so ist aus 
dem Früheren ersichtlich, daß sich für jeden Strahl andere Haupt- 
und Brennpunkte ergeben, daß also auch verschiedene Bilder 
entstehen. 

Der wichtigste der hierdurch entstehenden Fehler ist die 
Verschiedenheit der Bildörter. Im GawySschen Bildpunkte werden 
die Strahlen verschiedener Farbe einen Zerstreuungskreis infolge 
der Farhenzerstreuung bilden. Femer wird mit der Änderung 
der Brennweite auch ein Farienfehler der Vergrößerung ver- 
bunden sein. Es ist zu bemerken, daß diese beiden Fehler auch 
für die Achsstrahlen gelten. 

Durch Kombination mehrerer Linsen zu einem einheitlichen 
System können die vorstehenden Fehler beliebig verändert wer- 
den. Die Aufgabe der praktischen Optik ist es, aus mehreren 
Linsen solche Systeme zusammenzustellen, die von einzelnen 
Fehlern je nach dem besonderen Zweck des Instruments soweit 
befreit sind, daß die Fehlerreste infolge der ünvoUkommenheit 
unserer Sehorgane nicht mehr wahrnehmbar sind. 

Da auch eine Kombination mehrerer Linsen immer nur eine 
sehr beschränkte Erweiterung des Abbildungsvorganges zuläßt, 
so müssen die schädlichen Strahlen durch Blenden abgehalten 
werden, die teils künstlich eingeführt, teils durch die Fassungen 
der Linsen gebildet werden. Zur Ausscheidung der Randstrahlen 
des in Fig. 30 von ausgehenden Büschels sei in das Linsen- 




Fig. so. 



System L^ L^ die Blende B^ B^ eingeschaltet, von der durch die 
Linsen L^ und ig ^i® Bilder P^ Pg und Pi Pg entworfen werden. 
Es ist ersichtlich, daß durch diese beiden Bilder das eintretende 
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und das austretende Strahlenbüschel begrenzt werden. Man be- 
zeichnet B^ B^ als Aperturblende, und ihre Bilder P^ Pg bzw. 
P1P2 als Eintritts- bezw. Austrittspupille. 

Der von dem Objektpunkt auf die Mitte der Eintritts- 
pupille fallende Strahl heißt Hauptstrdhl des Büschels. 

Eine zweite Blende ist erforderlich, um die Büschel mit 
großer Neigung der Hauptstrahlen gegen die Achse abzuhalten, 
also die Ausdehnung des Objekts zu begrenzen. Diese Blende 
ist derartig angebracht, daß ihr objektseitiges Bild in die Objekt- 
ebene fällt, wodurch eine scharfe Begrenzung des Objekts erzielt 
wird. Man bezeichnet die Blende als Gesichtsfeldblende und 
den konstanten Winkel, unter dem ihr Bilddurchmesser vom ob- 
jektseitigen Brennpunkt des Systems L^ aus erscheint, als Ge- 
sichtsfeldwinJceL 

§ 22. Das Ange. 

Die unendlich dünn gedachte Hornhaut des Auge§ und die 
beiden Flächen der Augenlinse bilden als Trennungsflächen von 
vier verschiedenen Medien ein optisches System, das durch geringe 
Veränderungen in der Krümmung der Linsenflächen und in der 
Lage der Linse (Akkommodation) fähig ist, Bilder von beliebig 
weit entfernten Objekten auf der lichtempfindlichen Netzhaut zu 
entwerfen. Diese werden durch ein System von Nerven unserer 
Wahrnehmung zugeführt. Bei allzugroßer Annäherung des Ob- 
jekts an das Auge versagt die Akkommodation, so daß das Bild 
hinter die Netzhaut fallt. 

Deutlich wahrgenommen werden von uns diejenigen Bild- 
punkte, die auf einen bestimmten Punkt der Netzhaut, die Net^- 
hautgrube (Fovea centralis) im gelben Fleck, fallen, da alle 
übrigen Teile der Netzhaut nur Bilder geringerer Deutlichkeit 
liefern. Durch die ungemein große Beweglichkeit des Auges in 
seiner Höhlung werden beim Anblick eines Gegenstandes nach- 
einander in schneller Folge die Bilder aller Punkte des Gegen- 
standes in die Netzhautgrube gebracht, und hierdurch wird in 
uns die Vorstellung des ganzen Objekts erzeugt. Die Netzhaut- 
grube liegt nicht in der optischen Achse des Auges, sondern 
ein wenig seitlich derselben, so daß eine Sehiinie von der 
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optischen Achse des Auges unterschieden werden muß. L. Heine 
hat 1900 gezeigt, daß die Netzhautfläche in der Fovea centralis 
sich aus Stäbchenquerschnitten in der Form regelmäßiger Sechs- 
ecke zusammensetzt, deren Durchmesser etwa 0,004 mm beträgt. 
Durch Versuche ist festgestellt worden, daß zwei leuchtende 
Punkte dann noch getrennt wahrgenommen werden, wenn ihr 
Winkelabstand etwa eine Bogenminute beträgt. Da der Stäbchen- 
durchmesser auch einem Sehwinkel von etwa einer Bogenminute 
entspricht, so nimmt man an, daß die Trennung zweier Punkte 
nur dann möglich ist, wenn ihre Netzhautbilder mindestens durch 
ein Stäbchen getrennt werden. 

Von diesem Trennungsvermö^en muß man das Vermögen 
der Breitenwahrnehmung unterscheiden, durch das wir befähigt 
sind, Koinzidenzen von Linien wahrzunehmen. Die gegenseitige 
seitliche Verschiebung der beiden Striche a und b in Fig. 31 
ist nach Versuchen des Verfassers bis zu Winkelabständen von 
3" wahrnehmbar. Es ist dies zugleich die Ab- ^ 

lesegenauigkeit, die man mit Hilfe des Nonius er- g 
reichen kann. 

Endlich ist noch eine dritte Fähigkeit des 
Auges für die Ausführung von Messungen von 
größter Bedeutung, nämlich die, geringe Helligkeits- 
unterschiede sehr schmaler Lichtstreifen wahrzu- * 
nehmen. Es gelingt mit großer Genauigkeit, die ^^^' ^^ 
Linie c Fig. 31 in die Mitte des Zwischenraumes zwischen d 
und e zu bringen, wenn die weißen Linien unendlich schmal 
sind und nur noch Lichthaare bilden, deren Intensität von der 
Netzhaut verglichen wird. Die Ausnutzung dieses Haar- 
phänomens erfolgt bei allen feineren Einstell- und Ablese- 
vorrichtungen. 

§ 23. Die Lnpe nnd das Mikroskop. 

Die Leistungsfähigkeit des Auges wird durch Vergrößerung 
des Sehwinkels, unter dem ein Objekt erscheint, erhöht. Eine 
direkte Annäherung des Objekts an das Auge ist zu diesem Zweck 
ohne Anstrengung des Auges nur bis zur günstigen Sehweite, 
die etwa 25 cm beträgt, möglich. Jedoch kann unter Anwen- 
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düng optischer Hilfsmittel entweder eine Annäherung des wirk- 
lichen Objekts oder eines auf optischem Wege erzeugten Bildes 
desselben weit über diese Grenze hinaus ermöglicht werden. Für 
nahe Objekte sind beide Methoden {Lape und Mikroskop) ^ für 
entfernte Objekte ist nur die letztere (Fernrohr) anwendbar. 

Die einfache Lupe besteht aus einer bikonvexen oder plan- 
konvexen Linse, die so zwischen Objekt y (Fig. 32) und Auge 
eingeschaltet wird, daß ein vergrößertes virtuelles Bild y' in der 
günstigen Sehweite entsteht. Da eine Aperturblende meistens 



■%.. 



^^> 






. -1^ 



^ 



P X P X 



X' 



Fig. 32. 




nicht vorhanden ist, so wird die Augenpupille, die wir uns in 
P' denken, als Austrittspupille dienen. Hiermit ist auch die 
Lage P der Eintrittspupille gegeben. Die Gesichtsfeldblende 
wird durch die Linsenfassung gebildet. 

Die Vergrößerung v der Lupe sei das Verhältnis der Tangen- 
ten der Sehwinkel, unter denen das Bild des Objekts und das 
letztere selbst in der günstigen Sehweite l erscheinen. Es ist dann 

tang u\ 
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Da aber 

tang w = __ -^-t: 

und nach den Gleichungen (5) § 17 S. 43 
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j ist, so wird tangw'«- ^ji^^^^^. 
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§ 24. Das antTonotniBcbe Femioht. 



Nach (2) § 17 S. 42 ist 

xx'=ff' = XX' und -f' = + f, 
folglich ist 



■wobei die günstige Sehweite l negativ einzuführen ist. 

Der Kugel- und Farbenab weichung wegen sind einfache 
Linsen von kürzerer Brennweite als etwa 30 mm als Lupen nicht 
mehr au verwenden, da bei den kleineren Radien die Krümmung 
zu groß wird. Bei größeren Brennweiten sind diese Fehler 
weniger gefährlich, namentlich weun plankonvexe Linsen ver- 
wendet werden, deren ebene Flächen dem Auge zugekehrt sind. 

Für kleinere Brennweiten wird die Lnpe besser aus zwei 
plankonvexen, aiit den gekrümmten Flächen gegeneinander 
■ gerichteten Linsen zusammengesetzt. Da eich die Brechung hier 
auf vier Flächen verteilt, so können die einzelnen Radien 
größer gewählt werden. Durch passende Wahl des Äbstandes 
läßt sich auch die Farbenabweichung zum größten Teil besei- 
tigen, wenn hierdurch auch der Objektabstand sehr verringert 
wird. Am meisten benutzt man bei Meßinstrumenten die in 
Kg. 33 abgebildete TTiisonache Lupe. 

Das Mikroskop setzt sieh aus zwei getrennten Linsen- 
sjstemen, dem Objektiv und dem Okular, zu- 
sammen. Erste res entwirft von dem Objekt ein 
reelles Bild, welches dem Auge durch das als 
Lupe dienende Okular zugeführt wird. Die stäi^ 
tere Vergrößerung, die mit dem Mikroskop der 
Lupe gegenüber erreicht werden kann, spielt für 
geodätische Instrumente nicht die Hauptrolle. 
Seine große Bedeutung liegt vielmehr darin, daß ^'' ^ 
in der Ebene des reellen Bildes eine Meß Vorrichtung ange- 
bracht werden kann. 

^ 34. Das astronomische Fernrohr. 

Die Znsammensetzung und Wirkungsweise des astrono- 
mischen Femrohrs ist dieselbe wie die des Mikroskops, Den 
verschiedenen Zwecken entsprechend ist jedoch die Konstruktion 
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Fig. 34. 



der einzelnen Teile bei beiden Instrumenten verschieden. Fig. 34 
zeigt das astronomische Fernrohr in seiner ursprünglichen Form 
(Keplersches Fernrohr), in der Objektiv und Okular nur aus je 

einer bikonvexen Linse ge- 
bildet werden. Mit dem Oku- 
lar ist die Gresichtsfeldblende 
verbunden, und da letztere 
jedem Auge in der günstigen 
Sehweite erscheinen soll, so ist das Okular ein wenig gegen 
die Blende verschiebbar. Da andrerseits auch die Bilder ver- 
schieden weit entfernter Objekte in die Blendenebene fallen 
sollen, so läßt sich auch die Okularröhre gegen das Objektiv 
verstellen. 

Als Vergrößerung des Fernrohrs definieren wir die negative 
Winkelvergrößerung der Strahlenpaare, die durch den vorderen 
Brennpunkt des Objektivs und den ihm konjugierten hinteren ' 
Brennpunkt des Okulars gehen. Nach S. 43 ist die Winkel- 
vergrößerung für alle Strahlenpaare, die durch zwei konjugierte 
Achspunkte gehen, konstant. Es ist deshalb, wenn wir in Fig. 35 
die Strahlen PF^ und F^P' betrachten, 

UDg^^^^ also t; = J^-. 
^ tang u f^^ f^ 

Ist Gy^ G^ die Gesichtsfeldblende, so fällt ihr durch das Objek- 
tiv entworfenes Bild G^G'^ in die Objektebene, falls das Okular 
auf das Objekt P eingestellt ist. Der Winkel a, unter dem der 
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Fig. 35. 
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Durchmesser G[G% des Blendenbildes vom vorderen Brenupunkt 
des Objektivs aus erscheint, wurde bereits S. 52 als Gesichts- 
feldwinkel definiert. 



§ 24. Das astronomische Femrohr. 
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Die Ermittlung des Gesichtsfeldes ergibt sich hiernach von 
selbst. Ist das eingestellte Objekt eine Skala^ so kann die 
Strecke Gi Gi unmittelbar abgelesen werden. Wird hierzu noch 
der Abstand der Skala vom 
vorderen Brennpunkte ge- 
messen^ so läßt sich a be- 
rechnen. Um die Lage des 
Brennpunktes zu kennen^ ist 
die Bestimmung der Brenn- 
weite erforderlich, die man 

genau genug erhält, indem 
man das Okular auf ein un- 
endlich fernes Ziel einstellt 
und den Abstand des Ob- 
jektivs von der auch außen 
am Fernrohr erkennbaren 
Blende mißt. Der Gesichts- 
feldwinkel beträgt bei den Fernrohren geodätischer Meßinstru- 
mente in der Regel etwa 1** — 1,5**. 

Dieselbe Skala kann auch zur Bestimmung der Vergröße- 
rung dienen. Sieht man mit einem Auge durch das Fernrohr^ 
mit dem andern Auge gleichzeitig daran vorbei, so gelingt es 
nach einiger Übung, mit dem unbewaffneten Auge die Anzahl n 
der Skalenteile zu zählen, die einem vergrößerten Skalenteil 
gleichkommen. Unter der ziemlich genau zutreffenden Annahme, 
daß das Auge sich im hinteren Brennpunkt des Okulars befindet, 
hat man nach Fig. 36 



Fig. 36. 
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Für geodätische Instrumente werden Fernrohre von zehn- 
bis fünfzigfacher Vergrößerung benutzt. 

Die Helligkeit des Fernrohrs. Die Augenpupille falle nach 
Lage und Größe mit der Austrittspupille zusammen, so daß jedes 
Strahlen büschel ohne Verlust ins Auge gelangt. Als Helligkeit 
des Fernrohrs definieren wir das Verhältnis der Lichtmengen, 
die von einem fernen Punkte aus auf die Flächeneinheit der Netz- 
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haut durch das bewaffnete und durch das freie Auge fallen. Hierbei 
wird dem freien Auge ein Lichtkegel zugeführt^ dessen Basis die 
Augenpupille ist, dem bewaffneten Auge ein solcher, der die 
Eintrittspupille als Basis hat. Das Verhältnis der Badien beider 
Grundflächen ist gleich der Vergrößerung v, also ist die Licht- 
menge, die durch das Femrohr ins Auge gelangt, t;*mal so groß, 
als die, die in das freie Auge eintritt. Jedoch ist auch die 
Fläche des Netzhautbildes im ersteren Falle v^mal so groß, in- 
folgedessen ist die Beleuchtung der Flächeneinheit dieselbe, und 
die Helligkeit gleich der Einheit. Ist die Austrittspupille größer 
als die Augenpupille, so geht ein Teil des Lichtes verloren, 
während das Netzhautbild dieselbe Größe wie vorher behält, 
und die Helligkeit wird kleiner als die Einheit. 

Einen Sonderfall bilden die Fixsterne als Fernrohrobjekte. 
Bei ihnen bleibt das Netzhautbild im bewaffneten wie im freien 
Auge nur ein Punkt. Hier wird im ersteren Falle die Licht- 
menge, die sich auf den Punkt konzentriei*t, v^ mal so groß sein, 
als im letzteren, folglich auch die Helligkeit in demselben Maße 
größer sein. 

§ 25. Objektive nnd Oknlare. 

Von dem einfachen Kepler&chen Fernrohr ist man schon 
im 18. Jahrhundert der Abbildungsfehler wegen zu der heutigen 
Form des astronomischen Femrohrs übergegangen, bei der Ob- 
jektiv und Okular aus je zwei Linsen zusammengesetzt werden. 
Bei größerer Brennweite des Objektivs wird die Neigung der 
Hauptstrahlen gegen die Achse klein, infolgedessen auch die 
Güte des Bildes innerhalb des ganzen Gesichtsfeldes dieselbe 
sein, und es genügt hier die Forderung der Beseitigung der 
Aberration und der Erfüllung der Sinusbedingung. Bei solchen 
Fernrohren werden die Bildfehler außerhalb der Achse haupt- 
sächlich durch das Okular erzeugt werden. 

Bei den hier mehr interessierenden Objektiven kleinerer 
Brennweite werden auch größere Neigungswinkel der Haupt- 
strahlen gegen die Achse auftreten, deshalb auch die Fehler des 
Astigmatismus, der Bildfeldkrümmung und der Verzeichnung 
wahrnehmbar sein. Es bietet sich hier aber die Möglichkeit, 
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Objektiv und Okular derartig zu. wählen, daß die genannten 
Fehler sich in dem virtuellen Bilde nahezu kompensieren. 

Da die Beseitigung der Farbenabweichung durch zwei 
Linsen gleicher Glasart einen größeren Abstand derselben er- 
forderlich macht, dieser aber die Brennweite des Systems ver- 
kleinert, so müssen für die Konstruktion von Objektiven Linsen 
verschiedener Glasarten angewendet werden. Man setzt in der 
Regel eine bikonvexe Kronglaslinse mit einer bikonkaven oder 
konkav -konvexen Flintglaslinse zusammen, wobei die erstere 
dem Objekt zugewendet ist. 

Für die Konstruktion des Okulars sind ähnliche Grund- 
sätze maßgebend, wie für die einer zusammengesetzten Lupe. 
Bei den Fernrohren geodätischer Instrumente gelangt meistens 
das Okular von Ramsden zur Anwendung (Fig. 37), bei dem 
die Brennweiten der beiden Linsen einander gleich und zur Auf- 
hebung der Farbenabweichung auch gleich ihrem Abstand sind. 

Bei der zweiten Grundform, dem Okular von Huyghens 
(Fig. 38), entsteht das reelle Bild des Objekts zwischen den 
beiden Okularlinsen, wo also auch • 
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die Blende angebracht sein muß. ' 
Die Konstanten sind so gewählt, 

daß /i == 2/*2, und der Abstand ! . ^1 

der Linsen -= f /^ ist. Zur Be- ^i«- 37. Fig. m. 

seitigüng der Abbildungsfehler sind hier ebenfalls zwei plan- 
konvexe Linsen verwendet, bei beiden jedoch die konvexen 
Flächen nach dem Objekt gerichtet. 

Durch die Okulare von Ramsden und Huyghens lassen sich 
die aus dem Astigmatismus und der BildfeldkrümmuDg hervor- 
gehenden Fehler genügend beseitigen, jedoch kann die Ver- 
zeichnung nicht vermieden werden. Um auch diese unschädlich 
zu machen, hat man in neuerer Zeit Okulare konstruiert, bei 
denen die hintere Okularlinse, das ÄugenglaSy durch Kombination 
zweier Linsen für sich achromatisch gemacht ist. Die vordere 
Okularlinse, das Kollektivglas , kann dann noch zur Aufhebung 
der Verzeichnung passend gewählt werden. Eine solche Ver- 
besserung des iJamsdewschen Okulars bildet das orthosicopische 
Okular von Kellne)\ 
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§ 36. Die äußere Form des Femrohrs. 

Fig. 39 stellt einen Tertikaien Längs- 
sclmitt: durch ein astronomische» Fernrohr 
dar. Den Hauptteil bildet das Objektiv- 
rokr, auf das vorn der öbjeküvkopf auf- 
geschraubt ist. Die Zeichnung zeigt, wie 
die Linsen in ihrer Fassung durch einen 
Ring festgehalten werden, und wie die 
Fassung in den Objektivkopf eingesetzt 
ist. Das Innere des Eohrs ist schwarz 
gefärbt, um störende Spiegelungen zu 
vermeiden; demselben Zweck dienen auch 
eingesetzte Blendringe, deren Offnungen 
jedoch den Strahlengang nicht beein- 
Öussen dürfen. In dem Objektivrohr 
bewegt sich vermittelst des Ohüa/rtri^s 
die OJcularrÖhre, die im Innern ebeu&Us 
mit Blenden Tersehen ist. Die Gesickts- 
feMUende wird durch die engere Öffnung 
einer konischen Röhre gebildet und durch 
zwei Paare von Druckschrauben festge- 
halten, durch die sie in vertikaler und 
horizontaler Richtung ein wenig verscho- 
ben werden kann. In der Zeichnung sind 
nur die beiden vertikalen Schrauben sicht- 
bar. Das Okularrobr wird hinten durch ein 
Bamsdensches Okular 
abgeschlossen, dessen 
verschiedene Teile in 
der Figur deutlich er- 
kennbar sind. Das 
Okular wird nur durch 
' Reibung in derOkular- 
röhre festgehalten, so 
daB es für jedes Äuge 
besonders eingestellt 
werden kann. 
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In Fig. 40 ist die Ausführung des Okulars von Huyghefis 
zur Darstellung gebracht, das mit dem oben erkennbaren 
Schraubengewinde in das Okularrohr hineingeschraubt wird. 
Damit die Blende jedem Auge in der günstigen Sehweite er- 
scheint, ist sie an einem besonderen Ringe befestigt, mit dem 
sie in der Längsrichtung des Femrohrs ein wenig verschoben 
werden kann. Für die Druckschrauben sind in der Außenwand 
des Okulars elliptische Löcher ausgeschnitten. 

§ 27. Die Yisierachse. 

Um das Fernrohr als Visiervorrichtung benutzen zu können, 
ist es notwendig, im Gesichtsfelde einen bestimmten Punkt zu 
bezeichnen, auf den das Bild eines Objekts eingestellt werden 
kann. Hierzu werden in der Ebene der Gesichtsfeld blende zwei 
sich rechtwinklig schneidende Spinnfäden ausgespannt, deren 
Schnittpunkt die Einstellmarke bezeichnet. Durch Verschieben 
der Blende innerhalb ihrer Ebene kann das Fadenkreuz an eine 
beliebige Stelle des Gesichtsfeldes gebracht werden. 

Würde der Fadenkreuzschnittpunkt bei jeder Stellung der 
Okularröhre in der optischen Achse des Objektivs liegen, so 
würde bei der Einstellung eines Ziels die optische Achse des 
Objektivs auch als Visierachse bezeichnet werden können. Im 
allgemeinen beschreibt jedoch der Fadenkreuzschnittpunkt bei 
der Bewegung des Okulartriebs eine Gerade, die ein wenig 
gegen die optische Achse des Objektivs geneigt ist. Betrachten 
wir diese Gerade als einen Lichtstrahl, der durch das Objektiv 
eine Brechung erleidet, so wird bei der Einstellung eines be- 
liebigen Ziels der äußere Teil des Strahls durch das Ziel gehen, 
und da er in bezug auf das B^ernrohr eine konstante Lage hat, 
so kann man ihn als Visier achse des Fernrohrs bezeichnen 
{Hauptvisierachse nach Vogler). 

Beim Fernrohr mit Huyghenss(t\iQm. Okular genügt diese 
Definition noch nicht. Alle vom Fadenkreuzschnittpunkt K 
(Fig. 41) ausgehenden Strahlen werden von der Kollektivlinse 
so gebrochen, als ob sie von K!, dem Bilde von K, herkommen. 
Einer dieser Strahlen wird nach der Brechung durch die Kollektiv- 
linse in der Richtung K' 8 parallel zur Bewegungsrichtung des 
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Fadenkreuzes laufen und nach der Brechung im Objektiv in die 
Richtung QP gelangen. Da diese Gerade wieder die Eigen- 
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Fig. 41. 



Schäften der Visierachse hat, so ist hiermit auch das Vorhanden- 
sein einer solchen für das Huyghenssehe Okular erwiesen. 



Für ein eingehendes Studium des in vorstehendem Kapitel 
behandelten Gegenstandes verweisen wir auf Siegfried Czapski^ 
Grundzüge der Theorie der optischen Instrumente nach Abbe. 
2. Aufl., herausgegeben von 0. Eppenstein, Leipzig 1904. 



4. Kapitel. 

Libellen und Ablesevorriclitnngen. 

§ 28. Die Böhrenlibelle. 

Die grundlegende Bedeutung der Lotrichtung für die Aus- 
führung geodätischer Messungen ist bereits aus den im 1. Kapitel 
geschilderten Arbeiten hervorgegangen. Zur Ermittlung der 
Lotrichtung und damit auch der horizontalen Richtung wurde 
dort lediglich das Lot benutzt. Die geringe Genauigkeit des letz- 
teren hat schon im Altertum dazu geführt, die Oberfläche einer 
ruhenden Flüssigkeit zur Bestimmung der Lotrichtung nutzbar 
zu machen. Diese Methode wird heute fast ausschließlich an- 
gewendet, und aus der einfachen Wasserwage der Alten hat 
sich die Röhrenlibelle (erfunden von Thevenot 1660 in Paris) bis 
zu einem hohen Grade von Vollkommenheit entwickelt. 

Die Röhrenlibelle besteht aus einer Glasröhre, deren innere 
Fläche durch Rotation eines Kreisbogens um seine Sehne ent- 
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Fig. 42. 



standen gedacht werden kann. Der Radius des Kreisbogens 
schwankt etwa zwischen 5 m und 500 m. Die Oberfläche des Ro- 
tationskörpers wird durch Parallelkreise senkrecht zur Rotations- 
achse in Zonen geteilt^ 
deren Breite durchweg 

eine Pariser Linie 
= 2,256 mm beträgt 
(Fig. 42). Bei der wirk- 
lichen Ausführung der 
Libelle sind die Kreise 
auf der Außenseite der 
dünnen Glaswandung 
eingeätzt. Die Rota- 
tionsachse wird Libdlen- 
achse genannt, die Kreise bilden zusammen die LibeUenskala, und 
der größte Kreis, der Äquator des Rotationskörpers, führt den 
Namen MiUdmarke. Der Winkelwert y eines Skalenteils, die 
Angabe der Libelle, schwankt bei den oben angegebenen Gren- 
zen für den Radius zwischen 1' und 1". Bezeichnet r den 
Radius in mm, so ist die Angabe in Sekunden 

y- « ^A^l 206265". 

' r 

Die Röhrenlibelle ist mit einer Flüssigkeit, in der Regel 
mit Äther, bis auf einen kleinen Rest gefüllt, der lediglich 
Dämpfe der Flüssigkeit enthält, die sogenannte Luftblase, Die 
Enden der Glasröhre werden nach der Füllung zu geschmolzen. 

Infolge der Schwerkraft steht die Mitte der Luftblasen- 
oberfläche stets im höchsten Punkt des Libellenhohlraums, folg- 
lich bei horizontaler Lage der Libellenachse in der Mittelmarke. 
Man sagt dann, die Libelle spielt ein. 

Bei geneigter Libellenachse heißt der Winkel, um den die 
Ebene der Mittelmarke gegen die Lotrichtung geneigt ist, der 
Ausschlag der Libelle. Wie Fig. 43 zeigt, ist der Ausschlag a 
gleich der Neigung der Libellenachse gegen die Horizontale. 
Die Größe des Ausschlags wird in Teilen der Libellenskala ge- 
messen durch Ablesen der beiden Luftblasenenden und Mitte- 
lung der Ablesungen. Hierzu sind die Kreise der Skala häufig 
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ii^^Mkriu In Fig. 43 i^ z. B. 

«: = - ^ ~— = + :?^- 

Da bf:*! dUftii )fe«»ix)gt:o mit Hüf« der Libelle nur der je- 
weilig:^ loiredüt^ Meridk^i d^ Botationskorpera in Betraeht 
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komnit^ no kann auch von Punkten der Libellenskala gesprochen 
werd^^n^ ho z, B, von der Mittelmarke als Nullpunkt. 



k. 



§ 29. BeHtimmnng der Libellenangabe. 

Um den AuHHchlag in Gradmaß angeben zu können, ist 
die Kenntni« der Libellenangabe erforderlich. Diese wird am 
bequeniHten mit Hilfe eines Legebretts oder Libellenprüfers be- 
«fciramt. In sein(*r einfachsten, in Fig. 44 dargestellten Form 
bentt^ht dan Legebrett aus einem Brett von der Gestalt eines 

gleichsch enkli gen Dreiecks, 
das durch zwei gleich lange 
Füße und eine Schraube ge- 
tragen wird. Das Mutter- 
gewinde der Schraube ist in 
dem Brett befestigt, während 
das obere Ende der Spindel 
eine um Itriiuh^ eingeteilte Seheibe, eine Schraubentrommel, trägt. 
Min auf denn Brett feststehender Zeiger in Gestalt eines drei- 
kantig(M\ Stift« dient zum Ablesen der Trommelstellung. Zwei 
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mit Ausschnitten versehene kleine Aufsätze sind zum Trageij 
der Libelle während der Untersuchung bestimmt. Bevor die 
Prüfung einer Libelle erfolgen kann^ ist die Konstante des 
Legebretts y d. i. der Winkel, um den das Legebrett bei einer 
ganzen Umdrehung der Schraubentrommel geneigt wird, zu er- 
mitteln. Ist g die Ganghöhe der Schraube, l der senkrechte 
Abstand der Schraubenachse von der Verbindungslinie der beiden 
andern Füße, so ist die Eonstante in Sekunden 

<p"==| 206265". 

Zur Bestimmung von l werden die 3 Füße gleich lang gemacht 
und ihre Spitzen in einen untergelegten Bogen Papier gedrückt. 
Li dem so gefundenen Dreieck kann l unmittelbar gemessen 
werden. 

Um g zu ermitteln, wird die Schraubenspindel aus ihrer 
Mutter herausgeschraubt, auf einem Blatt Papier abgedrückt 
und die Gesamtgröße eines Vielfachen der Ganghöhe gemessen. 
Hierdurch wird die einfache Ganghöhe mit großer Genauigkeit 
erhalten. 

Es wurde z. B. für das JErfefeche Legebrett der hiesigen 

geodätischen Sammlung fünfmal die 55 fache Ganghöhe der 

Schraube mit einem Millimetermaßstab gemessen, dessen erstes 

Millimeter in fünf Teile geteilt ist. Es ergaben sich die fünf 

Werte 

29,28 mm 

29,22 „ 

29,16 „ 

29,21 „ 

29,25 „ , 

im Mittel bog ^ 29,224 mm. Da ? == 555,4 mm ermittelt wurde, 

so ist 

(p = 197,35". 

Zur Bestimmung der Angabe ist das Legebrett mit der 
Libelle so aufzustellen, daß die Verbindungslinie der beiden 
Fußspitzen wagrecht liegt und die durch die Libellenachse ge- 
legte Vertikalebene senkrecht schneidet. Durch Drehen der 
Schraubentrommel bringt man zunächst die Luftblase nach 

Eggert, Geodäsie. 5 
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einem Ende der Libellenskala und liest an beiden Luftblasen- 
enden, sowie am Zeiger der Schraubentrommel ab. Das arith- 
metische Mittel der beiden Libellenablesungen sei n^, die 
Schraubenablesung t^. Hierauf dreht man die Trommel so- 
lange, bis die Luftblase das andere Ende der Skala erreicht 
hat, wo die Ablesungen Wg und ^^ erhalten werden. Es ist 
dann die Libellenangabe 

y = -* ^- w . 

' n^ — n^ ^ 

Die Differenz t^—ii ist hierbei als Bruchteil der ganzen 
Trommelumdrehung anzugeben. 

Um den toten Gang in der Bewegung der Meßschraube 
unschädlich zu machen, ist es notwendig, für beide Einstellungen 
der Luftblase die Schraube nur in einem Sinne zu drehen. 

Auf dem oben genannten Legebrett, dessen Schrauben- 
trommel in 180 Teile geteilt ist, wurden für eine Libelle von 
Hildebrand in Freiberg folgende Ablesungen erhalten: Luft- 
blase links: —4,7, +10,1 und ^^ = 26,9; Luftblase rechts: 
+ 4,2, + 19,0 und t^ = 120,8. Also ist >^^ = + 2,7, »^2 = + 11,0 

und 

yo,y iy7,oö ^ ^ ^,, 

§ 30. Äußere Form der Böhrenlibelle, 

Für den Gebrauch wird die ßöhrenlibelle mit einer Metall- 
fassung versehen, die die Skala nur soweit als nötig freiläßt. 
Infolgedessen sind die Kreise der Libellenskala nicht vollständig 
ausgezogen, sondern nur als kürzere oder längere Teilstriche 
sichtbar. Die Fassung dient zugleich zur Befestigung zweier 
Füße, die je nach der Verwendung der Libelle verschieden ge- 
formt sind. 

Die Röhrenlibelle dient bei der Handhabung der geodäti- 
schen Meßinstrumente vornehmlich zum Horizontalstellen von 
Geraden, die entweder auf der ebenen Oberfläche von Körpern 
liegen, oder Achsen zylindrischer Instrumententeile sind. Eine 
zweite geodätische Hauptanwendung findet die Röhrenlibelle 
beim Wagrechtstellen und Lotrechtstellen von Drehachsen be- 
liebig gestalteter Körper. Weitere Anwendungen der Libelle, 
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die sich ia Verbindung mit dem Femrohr ergeben, 
später behandelt werden. 

Im ersten Falle muß die Libelle zum Aufsetzen auf eine 
ebene oder zylindrische Fläcbe eingerichtet sein, weshalb ihre 
Faasung mit Füßen versehen wird, die uach Fig. 45 oder 




Fig. 46 geformt sind. Die Libelle wird hier als Setdibelle 
(Fig. 45) oder JieiterliheUe (Fig. 46} und die wagrecht zu 
stellende G-erade als Setzlinie bezeichnet. 




Um die Setzlinie und die Libellenachse einander parallel zn 
stellen, oder die Libelle zu justieren, ist in Fig, 45 und Fig. 46 
ein Heben und Senken des einen Libellenendes durch die Justier- 
schrauben a, in Fig. 46 außerdem noch eine notwendige seit- 
liche Verschiebung des andern Libellenendes mittels der Justier- 
schrauben 6 möglich. 

Im zweiten Falle muß die Libelle mit dem sich drehenden 
Körper bis auf die Justierbewegung starr verbunden sein, oder 
wenigstens als starr verbunden angenommen werden. 

Zum Wagreebtstellen einer Drehachse dd läßt die Fassung 
den Libelienkörper an zwei entgegengesetzten Seiten frei (Fig. 47), 
so daß die Stellung der Luftblase abgelesen werden kann, wenn 
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die Libelle sich über oder unter der Drehachse befindet. Zum 
Parallelstellen von Libellen- und Drehachse sind die Libellen- 
füße wieder mit den Justierschrauben a und b versehen. Eine 




a 



Fig. 47. 

solche Libelle wird als Wendelibdle bezeichnet. Die Wende- 
libelle ist 1859 zum erstenmal von Professor Ämsler in Schaff- 
hausen angewendet worden. 

Zum Lotrechtstellen einer Drehachse ist die Libelle mit 
dem Körper derartig zu verbinden, daß ihre Achse die Dreh- 
achse nahezu rechtwinklig kreuzt oder schneidet. Zu einer ge- 
ringen Änderung des Kreuzungs- oder Schnittwinkels muß die 
Hebung oder Senkung eines Libellenendes durch Justierschrauben 
, ermöglicht sein. 

§ 31. Gebrauch und Berichtigung der Kohrenlibelle. 

Die Lösung der vorstehenden vier Aufgaben soll im folgen- 
den an schematischen Figuren erläutert werden. 

a) Das Wagrechtstellen einer Ebene ist unmittelbar aus- 
zuführen, wenn die Libellenachse parallel der durch den Libellen- 
fuß (Fig. 45) bestimmten Ebene liegt, wenn also die Libelle 
justiert ist. Wird die Ebene dann derartig geneigt, daß die 
Libelle einspielt, so ist die Projektion der Libellenachse auf die 
Ebene, die Setzlinie, horizontal. Wird noch eine zweite Setz- 
linie horizontal gestellt, die die erstere unter einem Winkel von 
90® schneidet, so ist die Ebene selbst wagrecht. 

Ist die Libelle nicht justiert, so verliert die Mittelmarke 
die ihr vorstehend beigelegte Bedeutung. Es kommt dann viel- 
mehr darauf an, den Punkt S der Libellenskala zu finden. 
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Fig. 48. 



dessen Radius senkrecht zur Setzlinie steht. Ist dieser Punkt, 
der Spiäpmikt in beatig cmf die Säzlinie, bekannt, so braucht 
man, um die letz- 
tere horizontal zu 

stellen, nur die 
Ebene so zu neigen, 
daß die Luftblase in 
S steht. 

In Fig. 48 sei a 
die Neigung der Setz- 
linie gegen die Horizontale, ß der Abstand des Spielpunktes 8 
von der Mittelmarke M. Liest man die Stellung des Luft- 
blasenmittelpunktes in der Libelleuskala ab, so erhält man die 
Ablesung a + /?• Dreht man hierauf die LibeUe um 180®, oder 
seiet die Libelle um, so liest man (Fig. 49) — {cc + ß) ab. Das 
arithmetische Mittel 

beider Ablesungen 
gibt ß, also die Lage 
von S in bezug auf Jf; 
die halbe Differenz 
gibt «, oder die Nei- 
gung der Setzlinie. 
Mit Hilfe des Spiel- 
punktes ist die Setzlinie leicht horizontal zu stellen, und hierauf 
bietet die Justierung keine Schwierigkeit, da man nur die Li- 
belle mit den Justierschrauben so weit zu neigen hat, daß die 
Luftblase in M steht. Es fallt dann auch S mit M zusammen. 

Ist die Libelle zu justieren, ohne daß man die Neigung 
der Setzlinie vorher beseitigen kann, so ist mit den Justier- 
schrauben M nach S zu bringen, was dann erreicht ist, wenn 
man in der zweiten Lage (Fig. 49) — a, in der ersten Lage 
(Fig. 48) + a abliest. 

b) Ist die Achse eines Zylinders horizontal zu stellen, so 
liegt im Gegensatz zur Ebene eine bestimmte Setzlinie vor, 
und es ist deshalb zunächst zu prüfen, ob die Libellenachse und 
die Setzlinie in einer Ebene liegen oder ob sie sich kreuzen. 
Dies geschieht durch Drehen der auf den Zylinder aufgesetzten 
Libelle um die Zylinderachse. Wird der Zylinder zunächst so 




Fig. 49. 
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Fig. 50. 



gestellt, daß die Libelle einspielt, so ist die Libellenachse hori- 
zontal. Beim Drehen der Libelle um die Zylinderachse nach 

der einen oder nach der andern Seite 
(Fig. 50) wird bei vorhandener Kreu- 
zung je ein Ende der Libellenachse 
sich über die Horizontale erheben 
und die Luftblase dorthin laufen. 
Läuft die Luftblase also beim Hin- 
und Herdrehen der Libelle nach ver- 
schiedenen Enden der Skala hin, so 
liegen die beiden Achsen nicht in 
einer Ebene. Mit den Justierschrauben 
b wird durch Probieren die Libellenachse so lange verschoben, 
bis die Kreuzung sich nicht mehr bemerkbar macht. 

Nach der Beseitigung der Kreuzung ist das Verfahren der 
Horizontalstellung der Setzlinie und der Justierung der Libelle 
dasselbe, wie es für die Setzlibelle auf der Ebene erläutert 
wurde. Ist der Konvergenzwinkel zwischen der Setzlinie und 
der Libellenachse erheblich, so kann er bei der Prüfung der 
Kreuzung störend einwirken, wenn der Schwenkungswinkel q> 
in Fig. 50 sehr groß ist. Bei kleinem Winkel (p tritt die Kreu- 
zung auch schon sehr deutlich hervor, ohne daß die Konvergenz 
einen Einfluß hat. 

An dem Vorstehenden wird nichts geändert, wenn die 
Libelle mit dem Zylinder fest verbunden ist, und letzterer 
aus seinen Lagern herausgehoben werden kann. Es wird 
dann zur Bestimmung des Spielpunktes die Libelle zusammen 
mit dem Zylinder umgesetzt, wobei die Achse des letzteren 
wieder in ihre alte Lage zurückgelangt. Beide Formen der 
vorstehenden Aufgabe spielen bei den Nivellierinstrumenten 
eine Rolle. 

c) Auch bei der Wagrechtstellung der Drehachse eines be- 
liebigen Rotationskörpers (Fig. 47) ist die Libelle erst dann 
gebrauchsfähig, wenn die Kreuzung mit Hilfe der Schrauben b 
nach dem für die Reiterlibelle erläuterten Verfahren beseitigt ist. 
Zur Wagrechtstellung der Drehachse d wird diese zunächst so 
weit geneigt, daß die Libelle über der Achse einspielt (Fig. 51), 
also die Libellenachse l horizontal steht. Dreht man hierauf 
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den ganzen Rotationskörper um seine Achse um 180®, so wird 
die Libelle den Ausschlag 2 a zeigen. Wird die Neigung von d 
nun so weit geändert, daß die Libelle in der unteren Lage den 
Ausschlag — a, in der 
oberen + cc zeigt, so ist d 
horizontal. Die Justierung 
der Libelle ist bei hori- 
zontaler Drehachse ohne 
Schwierigkeit auszuführen. 
d) Die Drehachse eines 
beliebigen Rotationskör- 
pers (Stehachse) ist dann 
lotrecht gestellt, wenn sie in zwei sich rechtwinklig schneiden- 
den Vertikalebenen liegt. Fig. 52 möge dadurch entstanden 
sein, daß durch die Libellenachse eine Vertikalebene gelegt 
und die Drehachse auf diese 
projiziert worden ist. Die 
Neigung der Drehachse d 
wird dann nur als Projek- 
tion a sichtbar. Wir be- 
zeichnen auch hier den End- 
punkt S desjenigen Libellen- 
radius, der parallel zu d 
läuft, als Spielpunld in be- 
zug auf die Stehachse. Sein 
Abstand von der Mittelmarke 
sei /3. Für die Luftblasen- 
mitte L erhält man die Ab- 
lesung — (a — /3), und nach 

einer Drehung um 180® die Ablesung + (a + ß\ 
also wieder als arithmetisches Mittel beider Ablesungen den 
Winkel ß oder die Lage des Spielpunktes. Wird die Libelle 
in der Zeichnungsebene auf den Spielpunkt eingestellt, so steht 
die Projektion der Stehachse lotrecht. Wiederholt man das 
Verfahren nach Drehung der Libelle um 90®, so steht die Steh- 
achse selbst lotrecht. Die Justierung der Libelle erfolgt hier- 
auf wie früher. 







rig. 52. 



Man erhält 
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§ 32. Die Dosenlibelle. 

In vielen Fällen genügt zum Wagrechtstellen von Ebenen 
und zum Lotrechtstellen von Drehachsen ein einfaches Hilfs- 
mittel, die Dosenlibelle. Sie besteht aus einem zylindrischen 
Metallgefäß, dessen Boden eben abgeschliffen ist, und das oben 
durch einen kugelig ausgeschliffenen Glasdeckel verschlossen 
ist. Der Scheitel der Kugelfläche ist durch den Mittelpunkt 
eines auf der Außenseite des 61asdeckels eingeätzten Kreises, 
die Mittdmarke, bezeichnet. Die Dosenlibelle wird bis auf 
die Luftblase mit Alkohol gefüllt, zu welchem Zweck der 
Boden eine Durchbohruug enthält, die nach der Füllung durch 
eine Schraube verschlossen wird. 

Für die Verwendung der Dosenlibelle zum Wagrechtstellen 
einer Ebene ist eine Justiervorrichtung nicht vorhanden, die 
Grundfläche muß vielmehr bei der Herstellung der Libelle so 
abgeschliffen sein, daß sie von dem Radius der Mittelmarke 
senkrecht durchschnitten wird. 

Wird die Dosenlibelle zum Lotrechtstellen einer Drehachse 
benutzt, so ist sie in der Regel mit letzterer derartig verbunden, 
daß ihre Lage durch drei Stellschrauben ein wenig geändert 
werden kann, bis der durch die Mittelmarke gehende Libellen- 
radius parallel zur Drehachse ist. Diese Justierung erfolgt in 
derselben Weise, wie die Justierung der Röhrenlibelle, die Ab- 
lesungen an der Libellenskala müssen hier durch Schätzung der 
Luftblasenstellung ersetzt werden. Am einfachsten gestaltet sich 
die Justierung, wenn die Drehachse mit Hilfe einer Röhren- 
libelle lotrecht gestellt werden kann. 

Die Anwendung der Dosenlibelle ist bequemer als die der 
Röhrenlibelle, sie wird jedoch dadurch sehr beschränkt, daß das 
Einstellen der Luftblase auf die Mittelmarke nur mit einer Ge- 
nauigkeit von 1 — 2' erfolgen kann. In vielen Fällen genügt 
diese Genauigkeit, in anderen benutzt man die Dosenlibelle zum 
vorläufigen Wagrecht- bzw. LotrechtsteUen, um die darauf vor- 
zunehmende genaue Einstellung mit der Röhrenlibelle zu er- 
leichtem. 

§ 33. Der Nonius. 

Im Jahre 1542 wurde von dem Portugiesen Nunez (lat. 
Nonitts) ein Verfahren zum genaueren Ablesen an eingeteilten 
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Kreisen angegeben, das jedoch nur an wenigen Instrumenten zur 
Ausführung gelangt ist. Die noch heute unter dem Namen 
Nonius bekannte Ablesevorrichtung ist eine Erfindung des 
Franzosen Pierre Vemier aus dem Jahre 1631. 

Der Nonius dient zur Ablesung der Stellung eines beweg- 
lichen Zeigers an einer feststehenden geradlinigen oder kreis- 
förmigen eingeteilten Skala. 

Bezeichnen wir in Fig. 53 den Abstand des Zeigers Zvom 
vorhergehenden Teilstrich der Skala Ä mit x, so ist die Ab- 
lesung gleich 2S + X. Die Skala B, deren Nullstrich mit Z zu- 




zusammenfällt, stellt einen Nonius dar, der durch Einteilung 
von 9 Intervallen der Teilung Ä in 10 Teile entstanden ist. 
Aus der Figur sieht man, daß der siebente Teilstrich des Nonius 
mit einem Strich der Hauptteilung zusammenfällt. Also ist 

0? = 6a — 66 = 6(a — 6) 

9 

und da 6 = — a ist, so ist auch x == 0,6 a. 

In der Teilung von Ä ist a = 1 , folglich die ganze Ab- 
lesung gleich 23,6. 

Man sieht, daß die Einheit der Ablesung gleich a — h ist. 
Diese Größe bezeichnet man als Noniusangdbe, 

Sind allgemein bei der Konstruktion des Nonius n — 1 
Teilungsintervalle der Skala in n Teile geteilt, so ist 

(1) {n-l)a=^nb 
und die Noniusangabe 

(2) a - 6 = "" 



n 



In Fig. 54 ist ein Teil einer zur Winkelmessung dienenden 
kreisförmigen Skala abgebildet. Die einzelnen Grade sind durch 
längere Striche, je 20' durch kürzere Striche kenntlich gemacht. 
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Um die Stellung des Zeigers bis auf 30" angeben zu können, 
ist ein Nonius mit der Angabe von 30" zu konstruieren. Es 
ist deshalb a — 6 = 30" und da a = 20' ist, so haben wir 

Es sind hiernach 39 Intervalle der Kreisteilung in 40 Teile zu 
teilen. Die Bezifferung der Noniusstriche erfolgt nicht nach 
der Ordnungszahl derselben, sondern nach dem Produkt aus 
Ordnungszahl und Angabe, so daß man im vorliegenden Beispiel 
am Koinzidenzstrich die Stellung des Zeigers sofort in Gradmaß 
ablesen kann. In Fig. 54 steht der Zeiger auf 61^26' 00". 

Bei einiger Übung und guter Teilung ist es möglich, noch 
kleinere Unterabteilungen als die Noniusangabe zu schätzen, 




Fig. 54. 

wenn eine genaue Koinzidenz nicht vorhanden ist. In der Nähe 
des ersten und letzten Noniusstrichs wird diese Schätzung durch 
Überstriche erleichtert, die nach beiden Richtungen über den 
Nonius hinausgehen. 

Einen nach vorstehenden Grundsätzen konstruierten Nonius 
bezeichnet man als nachtragend. Beim vortragenden Nonius, der 
nur selten (z. B. beim Quecksilberbarometer) augewendet wird, 
werden n + 1 Intervalle der Skala in n Teile geteilt. Die Be- 
zifferung dieses Nonius läuft der der Skala entgegen. 



5. Kapitel. 

Der Theodolit. 

§ 34. Die Bestandteile des Theodolits. 

Der Theodolit dient zum Messen von HorizontalwinJceln 
d. h. von Winkeln zwischen Vertikalebenen. Seine Haupt- 
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beatandteile sind deshalb ein feststehender, horizontaler, ein- 
geteilter Kreis, der lAmbus, und eine vertikale Viaierebene, die 
sich um die Lotrichtung des Limbusmittelpunktes drehen läßt, 
und deren Richtung am Kreise abgelesen werden kann. 

Fig. 55 zeigt den schematischen Yertikalschnitt eines ein- 
fachen Theodolits. Als Ti^er des Limbus l dient ein Dreifuß, 
dessen Stellschrauben das W^r echtstellen des Limbus er- 
lauben. Seine Einteilung ist in der Regel auf einer kegel- 
förmigen Fläche angebracht, 
da das Ablesen an einer sol- 
chen bequemer ist, als an 
einer ebenen Kreisseheibe. 
Während der Körper des Lim- 
bus, wie die meisten Teile des 
Instruments aus Messing her- 
gestellt ist, wird in den Rand 
desselben ein Silberstreifen ss 
eingelegt, auf dem sich die 

Teilstriche mit größerer 
Schärfe anbringen lassen. Je 
nach dem Durchmesser des 
Limbus, der zwischen 8 und 
25 cm schwankt, beträgt ein 

Intervall der Teilung 30' pjg 55 

bis 10'. 

Dreifuß und Limbus bilden die feststehenden Teile des 
Theodolits, während alle übrigen Teüe ihrem obigen Zweck 
entsprechend beweglich sein müssen. Zur Au&iahme dieser 
beweglichen Teile enthält die Scheibe des Limbus eine 
zentrische kegelförmige Durchbohrung, die sich auch durch 
den Dreifuß hindurch fortsetzt. In dieser BQchse dreht sich 
ein kegelförmiger Zapfen, der Träger einer Kreisscheibe, 
an deren Rand zwei mögliehst diametral einander gegeaüber- 
liegende Zeiger mit Nonien auf eingelegten Silberp^ttchen n 
angebracht sind. Die Angabe der Nonien schwankt zwischen 
1' und 10". Die beiden starr miteinander verbundenen und 
um den Limb usmittelp unkt drehbaren Zeiger bilden die AUiidade. 
Der Zapfen sowie die ihn aufnehmende Buchse sind aus hartem 
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Metall^ Stahl bzw. Rotguß hergestellt, da von der Beschaffen- 
heit derselben die Brauchbarkeit des Instruments wesentlich ab- 
hängt. Die Scheibe der Alhidade ragt meistens über den Lim- 
bus hinaus und dient dann zugleich als Schutzdeckel für die 
Teilung, die nur an den beiden Ablesestellen durch Glasfenster 
sichtbar wird. Auf der Alhidade erheben sich die Pem- 
rohrstützen, oben mit ti- förmig ausgeschnittenen Lagern zur 
Aufnahme der Fermrohr'kijppa^Tise versehen. Die Einrichtung des 
Femrohrs ist bereits S. 60 genügend erläutert worden. 

Zwischen den Femrohrstützen ist meistens eine Dosenlibelle 
angebracht, die in bezug auf die Achse des Kegels, die Stehachse 
des Theodolits, justiert ist, und deshalb ein rasches Lotrecht- 
stellen derselben gestattet. Zur feineren Lotrechtstellung ist 
nach S. 68 eine Röhrenlibelle erforderlich, die entweder mit 
der Alhidade verbunden ist, oder als ReiterlibeUe auf den zylin- 
drischen Zapfen der Kippachse sitzt. 

Ist die Stehachse lotrecht gestellt, so liegt bei einem ju- 
stierten Theodolit die Kippachse horizontal und wird von der 
Visierachse senkrecht geschnitten. Bei der Drehung des Fern- 
rohrs um die Kippachse beschreibt die Visierachse eine Vertikal- 
ebene, deren Richtung durch Ablesen an den beiden Nonien fest- 
gelegt wird. Nach Wiederholung der Nonienablesungen bei einer 
andern Richtung der Visierebene gibt die Differenz der beiden Ab- 
lesungen den Winkel, um den die Alhidade gedreht wurde, und 
der gleich dem Winkel zwischen den beiden Visierebenen ist. 

Wie man sieht, ist mit dem justierten Theodolit die 
Messung von Horizontalwinkeln unmittelbar auszuführen. 

Weggelassen ist in der Fig. 55 die Klemme^ durch die die 
Alhidade in jeder beliebigen Stellung festgehalten werden kann, 
und die Feinbewegung^ die nach dem Anziehen der Klemme noch 
eine geringe Bewegung der Alhidade und hiermit das genaue 
Einstellen der Visierebene auf ein Ziel zuläßt. 

Für viele Zwecke ist es notwendig, auch den Limbus auf 
dem Dreifuß drehbar anzubringen, derartig, daß er in jeder be- 
liebigen Stellung entweder durch Reibung oder durch eine be- 
sondere EQemme festgehalten werden kann. Im letzteren Falle, 
in dem auch eine Feinbewegung vorgesehen ist, führt das In- 
strument den Namen Repetitionstheodolit, 
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lu Fig. 56 ist der schematische Vertikalschnitt des untern 
Teils eines RepeUUons^ieodolits dargestellt nebst der Befestigung 
desselben für den Feldgebrauch auf einem Stativ durch den 
Stengdhaken p vermittels der Serzschraube h und der Feäer- 
schrmibe f. Der am untern Ende des Stengelhakens beändlicbe 
Haken dient zur Auih&hme eines Lottadens, der die Stehachse 
des Theodolits nach unten verläoigert. Der Kepetitioustheodolit 



unterscheidet sich von dem einfacbeu Theodolit dadurch, daß 
zwischen dem Zapfen der Älhidade a und der Bttchse des Drei- 
fußes noch ein Hohlkegel eii^eschaltet ist, der den Limbus l 
tri^. Diese Ton dem Mimchener Mechaniker Eeichenhack 
(geb. 1772 zu Darlach, gest. 1826 zu München) eingeführte 
Anordnung des Achsensystems ist nicht die einzige für Repe- 
titionstheodolite gebräuchliche, sie wird jedoch augenblicklich 
am meisten angewendet. 

Fig. 56 gibt in Verbindung mit Fig. 57 auch eine An- 
deutung von der Wirkungsweise der beiden Klemmen, die hier 
die Gestalt der sog. starren Eingklemme haben. 
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d. 




Fig. 57. 



Mit dem Limbus ist ein Zylinder c verbunden, der die 
Büchse des Dreifußes umgibt, und auf dem zwei Ringe r^ und 
^2 von der Form des in Fig. 57 abgebildeten sich frei bewegen 

oder mittels der Druck- 
schraube d klemmen lassen. 
Die Gabel g der beiden Ringe 
nimmt zwischen Schraube 
und Federbolzen einen Zap- 
fen z auf, der für den oberen 
Ring an der Alhidade, für 
den unteren am Dreifuß be- 
festigt ist. Auf diese Weise 
kann vermittels der unteren 
Klemme der Limbus mit dem 
Dreifuß, vermittels der oberen 
der Limbus mit der Alhidade verbunden werden. In beiden 
Fällen ist durch die Schraube s noch eine kleine Verschiebuog 
{Feinhewegung) der verbuudeneu Teile gegeneinander möglich. 
Häufig vertauschen der Zapfen und die Gabel g ihre Plätze, 
so daß z. B. der Zapfen an dem Klemmring, die Gabel an der 
Alhidade befestigt ist. 

Die Fig. 58, in der ein Repetitionstheodolit aus der Werk- 
stätte von Otto Fennel in Kassel vollständig abgebildet ist, läßt 
die verschiedenen Einzelheiten der Konstruktion deutlich er- 
kennen. Es bedarf kaum der Erwähnung, daß zur Ablesung 
au den beiden Nonien Lupen angebracht sind, die sich an dreh- 
baren Haltern längs der Nonien verschieben lassen. Zur ge- 
nauen Höheneinstellung des Fernrohrs ist auch an der Kipp- 
achse eine Klemme nebst Feinbewegung angebracht, die in der 
Abbildung zum Teil sichtbar ist. Ein Diopter auf dem Fern- 
rohr erleichtert das ungefähre Einstellen desselben. Statt der 
Dosenlibelle sind zwei kleine Röhrenlibellen (Kreuzlibellen) auf 
der Alhidade befestigt, deren Genauigkeit größer als die der Dosen- 
libelle ist; außerdem ist eine empfindlichere Reiterlibelle vor- 
handen. Die Wirkungsweise der Klemmen ist deutlich erkennbar. 
Wie zur Herstellung des rechten Winkels zwischen Visier- 
und Kippachse sich das Fadenkreuz vermittels zweier Justier- 
schrauben seitlich verschieben läßt, so ist auch eine Justierung 
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des Winkels zwischen Kippachse uud Stebachse des Theodolits 
möglich. Die Abbildung zeigt, daß das rechte Kippach aenlager 
mit einem Spalt versehen ist, der durch Zug- und Druck- 



schrauben verengt oder erweitert werden kann. Hiermit ist 
eine Hebung oder Senkung des rechten Kippacbsenendes ver- 
bunden, durch die der rechte Winkel zwischen Kippaehse und 
Stehachse beigestellt werden kann. 
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§ 35. Kompensation der Achsenfehler. 

Auf S. 76 sind bereits die Bedingungen aufgestellt, die 
die drei Achsen des Theodolits erfüllen müssen, wenn er zur 
Messung von Horizontalwinkeln brauchbar sein soll. Im folgen- 
den soll untersucht werden, welchen Einfluß Abweichungen von 
diesen Bedingungen auf die Winkelmessung ausüben können. 

Die in Betracht kommenden Abweichungen sind erstens die 
Neigung der Stehachse gegen die Lotrichtung, ferner die Ab- 
weichung der Kippachse von der Normalen zur Stehachse, der 
Kippachsenfehler , und endlich die Abweichung der Visierachse 
von der Normalen zur Kippachse, der KollimationsfeMer, 

a) Neigung der Stehachse gegen die Lotrichtung, Um den 
Schnittpunkt der Visierachse, Kippachse und Stehachse denken 

wir uns eine Kugel von beliebigem 
Radius beschrieben (Fig. 59). OZ 
bezeichne die Lotrichtung, 08 die 
Richtung der Stehachse. Die 
Visierachse werde nacheinander 
auf zwei Ziele gerichtet, so daß 
sie die Richtungen V^ und Y^ 
erhält. Die Visierebene wird 
durch die beiden Großkreise SV^A^ 
und SV^A^ dargestellt. Da die 
Differenz der beiden Ablesungen 
an der Alhidade gleich dem Winkel zwischen den beiden Visier- 
ebenen ist, so wird durch die Messung der Winkel S erhalten. 
Es soll jedoch der Winkel Z gemessen werden, mithin ist der 
Fehler der Winkelmessung 

oder auch, da die Neigung der Stehachse als ein kleiner Winkel 
gedacht werden soll 

^z^^s^b^a:^-bu2. 

Es ist ersichtlich, daß die beiden kleinen Winkel BiA[ und 
B2A2 mit der Neigung der Visierachse gegen den Horizont 
wachsen, bei horizontalen oder nahezu horizontalen Visuren un- 
merklich werden. 




<5-r: 



Fig. 59. 



§ 35. KompenBation der Achsenfehler. 81 

Es ergibt sich hieraus die Regel, daß bei nahezu horizon- 
talen Visuren die genäherte Lotrechtstellung der Stehachse 
mittels der Dosenlibelle genügt, während bei steileren Visuren 
die genaue Lotrechtstellung mit Hilfe einer Röhrenlibelle un- 
erläßlich ist. 

b) Kippachsenfehler, Ist die Stehachse lotrecht gestellt, so 
wird die Kippachse um den Betrag des Kippachsenfehlers gegen 
die Horizontale, und die Visierebene um denselben Betrag gegen 
die Lotrichtung geneigt sein. Bei der Einstellung zweier Ziele 
habe die Visierachse die beiden Richtungen OV^ und OV^ 
(Fig. 60), die Visierebene die Lagen 

Fl Ä^ und V.2 A^ . Die Alhidade ist dann -"^^ <\ 

zwischen den beiden Einstellungen um / ; \^A 

den Winkel A^Ä^ gedreht worden, den / i 

man somit als Differenz der beiden Ab- Vj^"' \ 7 
lesungen erhält, und der, wie man sieht, / 7\\ ^^^^"^>i/ 
nicht mit dem zu messenden Hori- VTiA'"''''""^ \. 

zontal Winkel M^M^ übereinstimmt. ^ä 'JL^^' 

Wird nach der Messung das Fern- Fig. eo. 

röhr durchgeschlagen, d. h. um die Kipp- 
achse gedreht, und die Visierachse durch Drehen der Alhidade 
um 180^ auf dieselben Ziele gerichtet, so erhält die Visierebene 
die entgegengesetzte Neigung gegen die Lotrichtung. Man 
findet in diesem Falle als Resultat der Messung den Winkel 
JBiJBg- ^^^ ^ig- 60 sieht man, daß der Horizontal winkel 

ist. 

Der Horizontalwinkel zwischen zwei Zielen wird also un- 
abhängig vom Kippachsenfehler dadurch erhalten, daß man den 
Winkel in jeder Fernrohrlage bei lotrechter Stehachse min- 
destens einmal mißt, und das arithmetische Mittel beider 
Messungen bildet. 

c) Kollimationsfehler. Steht die Visierachse nicht senkrecht 
zur Kippachse, ist also ein Kollimationsfehler c (Fig. 61) vorhanden, 
so geht die Visierebene in eine Kegelfläche über, die die Kugel- 
oberfläche in einem Parallelkreise AB schneidet. Hat die 
Visierachse die Richtung OV^, so ist ihre Projektion auf die 

Eggert, Geodäsie. 6 
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Horizontalebene OVi, und diese bildet mit der Kippachsen- 
normalen den Winkel c^. Die Größe von c^ hängt von dem 
Neigungswinkel der Visierachse gegen die Horizontalebene ab, 
und wächst mit dem letzteren. Fig. 62 stellt die Lage der 
Visierachse und der Kippachse in der Horizontalprojektion dar. 





Fig. 61. 



Fig. 62. 



Wird ein zweites Ziel Fg in anderer Höhe über der Hori- 
zontalebene eingestellt, so gelange die Kippachse nach K^ und 
die Projektion OVi der Visierachse bilde mit der Kippachsen- 
normalen den Winkel Cg- -^Is Differenz der Nonienablesungen 
wird der Winkel K^K^ erhalten, den die Alhidade beschreibt, 
während der Horizontalwinkel Vi V2 zu messen ist. Mithin ist 
der Fehler der Winkelmessung 

(1) Fl F2 - K1K2 = 90« - ci - (90« - C2) = C2 - ci. 

Wird nach dem Durchschlagen des Femrohrs der Winkel noch 
einmal gemessen, so nehmen die Visier- und Kippachse die in 

Fig. 63 dargestellte Lage ein, und der 
aus der Messung hervorgehende Winkel 
ist K^K^, also der Fehler der Winkel- 
messung 

(2) F;F^ -^iZ-2== 90« ~C2 

- (90« - ci) ^a-d. 

Auch hier sieht man, daß im Mittel 
aus den Messungen in beiden Fern- 
rohrlagen der Fehler verschwindet. 
Fig. 68. Die Fig. 60 und 61 lehren noch, 
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daß bei gleicher Höhe der beiden Ziele V^ und Fg über dem 
Horizont auch bei einmaliger Messung der Horizontalwinkel frei 
von dem Einfluß des KoUimations- und des Kippachsenfehlers 
erhalten wird, und daß dieser Einfluß um so größer ist, je größer 
die Differenz der Höhenwinkel nach den beiden Zielen ist. 

§ 36. Berechnmig des Einflusses der Achsenfehler. 

Es ist nach dem Vorhergehenden nicht schwer, die Ein- 
flüsse der Achsenfehler rechnerisch zu ermitteln, so daß die 
Winkelmessung hiernach verbessert werden kann. 

Die Stehachsmneigimg äußert sich als eine Neigung der 
Kippachse, die jedoch für jede Richtung eine andere ist. Soll 
der Einfluß dieser Neigung zahlenmäßig festgestellt werden, so 
muß sie mittels der Reiterlibelle für jede Richtung nach S. 69 
bestimmt werden. Der Kippachsenfehler gibt ebenfalls eine 
Neigung der Kippachse, es werden somit bei der vorstehen- 
den Neigungsbestimmung beide Fehler zusammen 
gefaßt. f 

Bezeichnen wir die ermittelte Neigung der Kipp- /| 

achse mit i, so ist die Neigung der Visierebene gegen / \h 

die Horizontalebene gleich 90® -— i. Aus Fig. 60 S. 81 ,^/ I 
betrachten wir das rechtwinklige Dreieck V^M^A^ "J^"2it^ 
(Fig. 64), in dem ^^, = 90«-t iind F,lf, = Ä ^.^ ^ 
ist. Hieraus erhalten wir 

sin A^M^ == tangi tangÄ 
oder auch 

(1) J-jülfi = i tangÄ. 

In derselben Weise kann auch A^M^ in Fig. 60 berechnet 
werden, so daß dann aus dem gemessenen Winkel A^A^ der 
gesuchte Winkel M^M^ angegeben werden kann. 

Zur Berücksichtigung des Kollimaüonsfehlers legen wir in 
Fig. 61 durch die Kippachse und Visierachse einen ^ 

Großkreis, der den Großkreis ZC in N rechtwinklig ^/ 

schneidet, und betrachten das kleine rechtwinklige „^'^'^' 
Dreieck V^NZ (Fig. 65), in dem V^N == c, ^Z =^ c^ ^/ j 
und ZFi = 90^-Äi ist. Hierin ist 

sine 



smc. = 



*i c ^^ 

1 cos \ Pig. 65. 
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oder 

(2) 
Ebenso ist 

(3) 



C. =C 5- 



^ cos Ä, 



so daß der Winkel Vi V^ (Fig. 62 und 63) aus dem gemessenen 
Winkel J^i^ nach 61. (1) oder (2) des vorigen Paragraphen 
berechnet werden kann. 



ii 






§ 37. Justierung des Theodolits. 

Da es notwendig ist, die Achsenfehler in engen Grenzen 
zu halten, so sind noch die Methoden ihrer Justierung zu er- 
örtern. 

a) Die Justierung des KoUimationsfelüers ist am bequemsten 
auszufuhren, wenn die Zapfen der Kippachse ihre Lager ver- 
tauschen können, wenn also das Femrohr 
sich umlegen läßt. In Fig. 66 stehe die 
Visierachse nicht senkrecht zur Kippachse, 
sondern habe die Lage FO. Wird mit dem 
Fadenkreuz ein Ziel eingestellt, so liegt das 
Bild desselben in F. Nach dem Umlegen 
des Fernrohrs bei geklemmter Alhidade ge- 
langt das Fadenkreuz nach F\ während das 
— Bild des Ziels in F bleibt. Mit den beiden 
Justierschrauben des Fadenkreuzes bringt man 
dieses näherungsweise in die Mitte zwischen 
F und F\ wodurch der KoUimationsfehler 

' ff 

nahezu beseitigt ist. Nach einigen Wieder- 
holungen des Verfahrens gelingt die voll- 
ständige Justierung der Visierachse. 
Ist das Umlegen des Fernrohrs nicht angängig, so kann 
die folgende, am besten im Freien ausführbare Methode an- 
gewendet werden (Fig. 67). Die Visierachse sei auf ein Ziel F 
gerichtet, wobei die Kippachse die Lage OK^ habe. Wird das 
Femrohr bei feststehender Alhidade durchgeschlagen, so gelangt 
es in die Lage OA^ und a ist gleich dem doppelten KoUi- 
mationsfehler. Hierauf führt man das Fernrohr durch Drehen 
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Fig. 66. 
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der Alhidade nach V zurück, so daß die Kippachse die Lage OJKg 
erhält, und schlägt wieder das Fernrohr durch. Der Winkel ß 
ist dann ebenfalls gleich dem doppelten KoUi- 
mationsfehler. Die Strecke A^Ä^, die an 
einem horizontalen Maßstab abgelesen werden 
kann, gibt bei der geringen Größe von c ein 
Maß für den vierfachen KoUimationsfehler. 
Zur Beseitigung desselben braucht man nur 
in der letzten Stellung des Fernrohrs das 
Fadenkreuz mit Hilfe seiner Justierschrauben 
auf die in der Mitte zwischen A^ und M 
liegende Ablesung B des Maßstabes einzu- 
stellen. Eine Wiederholung des Verfahrens 
zeigt, ob die Justierung richtig ausgeführt ist. 

Ist die Nonienangabe klein genug, so 
können an die Stelle der Skalenablesungen auch Ablesungen am 
Horizontalkreis mit geringer Abänderung des Verfahrens treten. 

b) Das Verfahren zur Beseitigung des Kippdchsenfehlers hängt 
davon ab, ob der Theodolit mit einer Reiterlibelle oder mit 
einer auf der Alhidade befestigten Röhrenlibelle versehen ist. 
In beiden Fällen ist es nach S. 71 möglich, die Stehachse lotrecht 
zu stellen. Ist eine Reiterlibelle vorhanden, so ist bei lotrechter 
Stehachse vermittels der Justierschrauben am Kippachsenlager 
nach S. 69 die Kippachse horizontal zu stellen. Zweckmäßig 
ist es, hierzu die Reiterlibelle vorher in bezug auf die Kipp- 
achse zu justieren. 

Ist keine Reiterlibelle vorhanden, sondern eine andere 
Röhrenlibelle, so muß zur Horizontalstellung der Kippachse die 
Visierebene zu Hilfe genommen werden, jedoch erst nachdem 
der KoUimationsfehler beseitigt ist. Die Visierebene ist bei 
lotrechter Stehachse um den Kippachsenfehler gegen die Lot- 
richtung geneigt. Wird nun mit Hilfe der Justierschrauben am 
Kippachsenlager die Neigung der Kippachse derartig geändert, 
daß der Faden eines Lotes oder eine lotrechte Hauskante in der 
Visierebene liegt, so ist die Kippachse horizontal und ihr Fehler 
beseitigt. 

Bequem ist auch das Herabloten eines hochgelegenen Punktes 
auf eine horizontale Skala in beiden Fernrohrlagen bei lotrechter 
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Stehachse. Das Mittel beider Ablesungen entspricht der verti- 
kalen Visierebene, und nachdem dieses eingestellt ist, wird die 
Kippachse mit ihren Justierschrauben soweit geneigt, daß das 
hochgelegene Ziel im Fadenkreuz steht. 

Es wird niemals erforderlich sein, bei der Beseitigung des 
Kollimations- und des Kippachsenfehlers die größtmögliche Ge- 
nauigkeit anzustreben, da bei den wichtigeren Winkelmessungen 
die Kompensation der beiden Achsenfehler durch Messung in 
beiden Fernrohrlagen bewirkt wird, bei allen anderen Anwen- 
dungen geringe Reste der Fehler jedoch belanglos sind. 



§ 38. Exzentrizität der Alhidadenachse und derTisierachse. 

Einige andere Fehler des Theodolits lassen sich nicht durch 
Justierung beseitigen, und es bleibt nur übrig, sie durch An- 
ordnung der Messung zu kompensieren, oder ihren Einfluß 
zahlenmäßig zu berechnen. 

a) ExzentriisiiM der Alhidddenachse, Meistens schneidet die 
Drehachse der Alhidade den Limbus nicht im Mittelpunkt L 

der Teilung, sondern ein wenig exzen- 
trisch im Punkte A (Fig. 68). Es wird 
infolgedessen als Differenz zweier Ab- 
lesungen 9i und tp2 mit Hilfe des Zei- 
gers I nicht derjenige Winkel a er- 
halten, um den die Alhidade gedreht 
wird, sondern der Winkel Oj, wobei 

a = cuj — tf 1 -f- tf 2 
ist. Die Ablesungen an dem Zeiger II 
geben den Winkel ai, für den 
a = «1 + tfi — ^2 

gilt. Da der Abstand LA im. Verhältnis zum Radius des Lim- 
bus sehr klein ist, so ist bis auf nicht wahrnehmbare Fehler 

dl =« dl ^2 = tf 2 also a = ^^ \. "^ . 

Durch Ablesen an zwei Zeigern, deren Abstand nahezu 180® 
beträgt, wird mithin die Exzentrizität eliminiert. 

b) Exzentrizität der Visierachse. Bisher wurde angenommen, 
daß Visierachse, Kippachse und Stehachse sich in einem Punkte 




Fig. 68. 
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schneiden. Meistens wird die Visierachse die Stehachse nicht 
schneiden, sondern eine geringe Exzentrizität in bezug auf 
letztere haben. In manchen Fällen ist das Femrohr sogar 
außerhalb der Träger angebracht, so daß eine große Exzen- 
trizität vorhanden ist (z. B. Abb. in § 93). Auf die Ent- 
wicklungen der §§ 35 und 36 hat dies keinen Einfluß, man 
denke sich zur Entstehung der Fig. 59 — 61 die Visierachse bis 
zum gemeinsamen Schnittpunkt von Kippachse und Stehachse 
parallel verschoben. 

Wird die exzentrische 
Visierachse auf zwei Ziele P^ 
und Pg (Fig. 69) gerichtet, 
so beschreibt die Alhidade 
den Winkel o^, während a zu 
messen ist. Es ist dann 

a = «1 + tf 1 — tf 2 . 
Wird das Femrohr durch- 
geschlagen und die Messung 
wiederholt, so ergibt die 
Wiederholung c^ und es ist ^^*" ^^* 

« = «2 — *1 + *2 • 

Mithin erhält man aus dem Mittel beider Messungen den Winkel 

«1 + ^^ 

fehlerfrei. 

Eine Bemerkung in bezug auf die Justierung des Kolli- 
mationsfehlers bei Theodoliten mit exzentrischem Femrohr ist 
noch erforderlich. Am bequemsten ist es, in größerer Ent- 
fernung zwei Ziele, etwa zwei Baken, im Abstand der doppelten 
Exzentrizität des Femrohrs aufzustellen und dann den Kolli- 
mationsfehler durch Umlegen der Kippachse festzustellen. Auch 
die übrigen Methoden des § 37 können dann angewendet 
werden. 

§ 39. Die Methoden der Winkelmessung. 

a) Die einfachste Methode der Horizontalwinkelmessung, 
die BichtungS' oder Satzheobachtung , besteht darin, daß auf 
einem gegebenen Standpunkt der Reihe nach die Yorgeschrie- 




88 



5. Kapitel. Der Theodolit. 



benen Ziele mit dem Fernrohr eingestellt werden, und dafi nach 
jeder Einstellung an beiden Zeigern abgelesen wird. Eine solche 
einmalige Beobachtung aller Richtungen wird als RichtungssaU 
bezeichnet. Aus §§ 35 und 38 geht hervor, . daß mindestens zwei 
Sätze in verschiedenen Femrohrlagen gemessen werden müssen, 
um die Instrumentalfehler zu tilgen. Nachstehend ist ein Bei- 
spiel einer Satzbeobachtung mit vier Richtungen und zwei Sätzen 
gegeben, das zugleich die übliche Aufschreibung zeigt. 

Standpunkt W. 



Ziel 


Zeiger I 


1 

Zeiger II Mittel Richtung 

i 


Richtungsmittel 




/ // ' '' 


Q / // ' " 


' " 




1 


1. Satz 






K 


170 17 20 


360 17 20 


170 17 20 


00 00 


00 00 


H 


216 46 40 


36 45 50 


216 45 45 


46 28 25 


46 28 28 


A 


281 06 40 


101 06 45 


281 06 42 


110 49 22 


110 49 26 


B 


341 17 00 


161 17 06 


341 17 02 


170 69 42 


170 59 43 


Probe 


26 40 27 00 26 49 17 29 

2. Satz 




B 


260 27 40 


70 27 46 1 250 27 42 


170 59 44 




A 


190 17 25 


10 17 30 1 190 17 28 


110 49 30 




H 


126 66 30 ' 305 56 25 126 56 28 


46 28 30 




K 


79 28 00 259 27 65 : 79 27 58 


00 00 




Probe 


09 35 


09 35 


09 36 


17 44 



Spalte 5 des Formulars entsteht dadurch, daß das Mittel 
des ersten Ziels von allen Mitteln abgezogen wird. Es werden 
somit alle Richtungen auf die erste als Anfangs- oder Null- 
ricMung bezogen. 

Zur Prüfimg der Mittelbildung und der Berechnung der 
Richtungen "werden in der Zeile Probe die Summen der Spal- 
ten 2 — 5 gebildet; es muß dann Spalte 4 der Probe mit dem 
arithmetischen Mittel der Spalten 2 und 3 bis auf die durch 
Abrundung entstandenen Differenzen übereinstimmen. 

Spalte 5 muß im ersten Satz um 4 • (170<» 17' 20"), im 
zweiten Satz um 4 • (79^ 27' 58") kleiner sein als Spalte 4, 
wobei aber auch nur die Minuten und Sekunden geprüft werden* 

Es ist zweckmäßig, im zweiten Satz mit der Fernrohrlage 
zugleich die Zielfolge zu wechseln, wie es auch bei dem vor- 
stehenden Beispiel geschehen ist. Bei der Aufstellung des 
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Theodolits auf einem Stativ findet nämlicli unter dem Einfluß 
der Erwärmung durch die Sonne eine langsame ziemlich stetige 
Drehung des letzteren statt, die, wie man leicht einsieht, durch 
ümkehrung der Zielfolge näherungsweise eliminiert wird. Zu- 
gleich wird For Beginn des zweiten Satzes der Limbus ver- 
stellt, damit die Ablesungen von denen des ersten Satzes ver- 
schieden sind. 

In vielen Fällen werden mehr als zwei Sätze notwendig 
sein, um die Richtungen mit genügender Genauigkeit zu er- 
halten. In Rücksicht auf die Teilungsfehler, die häufig einen 
periodischen Charakter zeigen, ist es dann ratsam, die Ablesungen 
möglichst symmetrisch auf den ganzen Limbus zu verteilen und 
hierzu bei n Sätzen vor Beginn eines jeden den Limbus um 

zu verstellen. 

n 

b) Nach der Repetitionsmethode kann im Gegensatz zur 
Richtungsmessung stets nur ein Winkel zwischen zwei Zielen 
gemessen werden. Das Verfahren ist das folgende: Nach Ein- 
stellung des linken Ziels werde als Mittel der beiden Ab- 
lesungen der Wert i^, nach der Einstellung des rechten Ziels 
der Wert r^ gefanden. Nun wird bei geklemmter Alhidade der 
Limbus linksläufig gedreht und das linke Ziel eingestellt, wobei 
die Ablesung r^ bestehen bleibt. Hierauf folgt eine zweite 
Messung des Winkels, die rechts die Ablesung r^ gibt usw. 
Nehmen wir an, es sei eine vierfache Repetition der Winkel- 
messung auszuführen, so hat man für die beiden Ziele die 
folgenden Ablesungen und gemessenen Winkel: 

Einstellung links rechts Winkel 

1. Zi r^ r^ — li 

2. ri T-j U—r^ 

3. rj r, r^ - r, 

4. rj r^ »"i — ^8 • 

Das arithmetische Mittel der vier Winkelmessungen ist 

f l , 

-^—7 — -' Die Ablesungen ^1^2 ^8 ®^^^ demnach überflüssig, es 

genügt die Ablesung bei der ersten und letzten Einstellung. 
Es liegt hierin die hohe Bedeutung dieser Methode, da die Ab- 
lesefehler von r^ und l^ durch die Mittelung auf ein Viertel 
reduziert werden, und nur die Einstellungsfehler in ihrer ganzen 
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Größe wie bei den Richtungsmessungen das Resultat beein- 
flussen. Bei den hier in Betracht kommenden kleinen In- 
strumenten sind jedoch die Einstellungsfehler fast immer sehr 
klein im Verhältnis zu den Ablesungsfehlern, weshalb durch das 
Repetitionsverfahren eine wesentlich größere Genauigkeit als 
durch Richtungsbeobachtungen zu erreichen ist. 

Entsprechend den Richtungsbeobachtungen ist auch hier 
eine Wiederholung der Winkelmessung in der zweiten Femrohr- 
lage notwendig, die auch zugleich mit einer Umkehrung der 
Zielfolge verbunden wird. In nachstehendem Beispiel ist die 
achtfache Repetition eines Winkels mit einem Theodolit von 
20" Angabe wiedergegeben. 







Standpunkt Ä 






Anzahl 

der 

Rep. 


Zeiger I 


Zeiger II 


Mittel 


n-facher 
Winkel 


Einfacher 
Winkel 




(1) 
4 

8 


' '' 

172 24 40 
(231 41) 
49 31 00 
172 24 40 


' " 

Winkel: 
352 24 40 

229 31 00 
352 24 40 


' " 

P—H 

172 24 40 

49 31 00 
352 24 20 


' " 

237 06 20 
237 06 40 


' " 

59 16 35 
59 16 40 


59 16 38 



Es ist wertvoll, auch bei der ersten Einstellung des rechten 
Ziels an einem Zeiger abzulesen, um die ungefähre Größe des ge- 
messenen Winkels zu kennen, da bei einer größeren Anzahl von 
Repetitionen zur letzten Ablesung ein Vielfaches von 360^ hin- 
zuzufügen ist, bevor die Berechnung des Winkels erfolgen kann. 



6. Kapitel. 

Polygonometrische Punktbestimmung. 

§ 40. Polygonmessimgen. 

Die Absteckung eines Liniennetzes nach Fig. 21 oder 22 
S. 19 und 20 wird nur bei nahezu ebenem Gelände möglich und 
auch hier häufig mit kostspieligen Ausholzungen verbunden sein. 



I 
I 
\ 



§ 40. Polygonmessungen. 91 

Im Hügelland^ auf bedecktem Gelände und namentlich auch 
in Ortschaften ist es notwendig, dieses einfache Verfahren 
zu verlassen und der Vermessung 
ein Polygon zugrunde zu legen . .f-T-- ----® "'-".'^^ 

Die Gestalt und Größe eines / | / / 

beliebigen Vielecks ist bestimmt, \ / i / 

wenn seine Seiten und Winkel i / iJ 

bekannt sind. Es ist ersieht- X C© 

lieh, daß hierzu sogar drei dieser vv^ . '' .. .^-^'^ 

Elemente entbehrt werden ^•N,,^./«^'-'-''"" 'v^-"'" 

können: da es sich jedoch um 

I'iff. 70. 

Messungsgrößen handelt, so er- 
geben sich, wenn alle Elemente gemessen werden, wertvolle 
Meßproben, die auch einen Schluß auf die Genauigkeit der 
Messungen zulassen. 

Bei der Auswahl der Polygonpunkte im Gelände legt man 
zweckmäßig die Polygonseiten in die Nähe der Grenzen des 
aufzunehmenden Gebiets, derartig, daß sowohl die Winkel- 
messung auf jedem Punkt, als auch die Streckenmessung 
zwischen Nachbarpunkten ohne Schwierigkeit ausgeführt wer- 
den kann. Dabei muß als Regel gelten, daß die Strecken so 
lang als möglich gewählt werden, da die Fehler in den Ko- 
ordinaten bei gleichem Umfang des Polygons mit der Anzahl 
der Punkte wachsen. Zugleich ist auch auf den Anschluß des 
Liniennetzes soweit es angeht Rücksicht zu nehmen. 

Für eine möglichst dauerhafte Vermarkung der Polygon- 
punkte ist Sorge zu tragen, da sie noch nach langer Zeit eine 
Wiederherstellung des Liniennetzes zur Erneuerung verloren ge- 
gangener Grenzen, Aufnahme von Veränderungen usw. ermög- 
lichen sollen. Vorteilhaft ist die Bezeichnung der Punkte durch 
lotrecht in den Boden gesetzte Gasröhren von ca. 60 cm Länge, 
deren oberes Ende mit dem Gelände in gleicher Höhe liegt. 
Wohlfeiler sind Tonröhren (Drainröhren), von denen ihrer ge- 
ringeren Länge wegen am besten zwei aufeinander stehend ver- 
wendet werden. 

Die Messung der Polygonseiten erfolgt in Rücksicht auf 
die Wichtigkeit des Polygons zweimal mit großer Sorgfalt. 
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Für die Messung der Polygonwinkel genügt meistens ein kleiner 
Theodolit, etwa von 30" Nonienangabe. Da die Länge der 
Seiten wegen der Geländehindernisse kaum über 300 — 400 m 
hinausgehen, meistens sogar geringer sein wird, so ist der genau 
zentrischen Aufstellung des Theodolits und der Zielbaken be- 
sondere Aufmerksamkeit zu widmen. Geringe Abweichungen 
hiervon erzeugen bei kurzen Zielweiten schon erhebliche Fehler 
der Winkelmessung, die sich erst bei der Berechnung des Polygons 
bemerkbar machen. Die Winkel werden in jeder Femrohrlage 
einmal, also in zwei Richtungssätzen gemessen, zwischen denen 
der Horizontalkreis um rund 90® zu verstellen ist. überhaupt 
sind alle Regeln für Satzbeobachtungen zu befolgen. 



§ 41. Soordinatenberechnnng. 

Bevor wir zur Berechnung des Polygons übergehen, haben 
wir noch einige Definitionen und Grundregeln der Koordinaten- 
rechnung zu geben. 

Den Winkel (p^^ ^^ ^^S- ^1? ^^^ ^^^ ^^^ positiven Richtung 
der Abszissenachse zu einer Strecke 1 — 2 im rechtsläufigen 

Drehungssinn überführt, 
^ bezeichnen wir als RicJitungs- 

mnhel der Strecke. Dem- 
nach ist 9?2 1 ^®r Richtungs- 
winkel der Strecke 2 — 1, 
und es ist 

(1) 9m -= <)Pi^ ± 180». 
Für spätere Verwendung 
wollen wir auch noch die 
Bezeichnungen 

(2) 9>i^ = (1,2) 
und entsprechend 

924 = (2,1) 
einführen. Ist ß^ der Horizontalwinkel, der von der Strecke 2 — 1 
zur Strecke 2 — 3 überführt, so haben wir nach Fig. 71 

wobei nötigenfalls 360® abzuziehen sind. Es folgt ferner, daß 




■y 







Fig. 71. 



§ 41. Koordinatenberechiiung. 
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(4) 



(3) «Ps^ = 91^ + ßi± ISO» 

ist. Bezeichnen wir mit Ay und Ax die Koordinatenunter- 
schiede zweier Punkte, so ist nach Fig. 71 unter Weglassung 

der Indices 

Ay = s sin 9 

Ax=^ s cos(p. 

Diese Grundgleichungen der Koordinatenberechnung gelten für 
beliebige Werte von 9; die Vorzeichen von sing) und cos 9? 
geben auch die Vorzeichen von Ay und Air richtig an. 

Wir betrachten nun das nachstehende Polygon (Fig. 72), 
dessen Brechungsmnkel ß und Strecken s gemessen sind. Für 
die Summe der Außenwinkel eines w-Ecks, die wir mit [/J] be- 
zeichnen wollen, besteht die Bedingung 

(5) M = (w + 2) 1800. 

Infolge der Messungsfehler wird diese Gleichung nicht er- 
füllt sein. Ist die Abweichung klein genug, um die Annahme 
grober Fehler auszuschließen, 
so wird sie zu gleichen Teilen 
auf die n Winkel verteilt. Zei- 
gen sich jedoch grobe Messungs- 
fehler, so ist eine Nach- 
messung erforderlich. Für 
amtliche Messungen ist in 
Preußen höchstens der Betrag 

von 1,5 Yn Minuten für die 
Abweichungen von Gl. (5) zu- 
lässig, eine Grenze, die bei 
sorgfältiger Messung und Zen- 
trierung leicht innegehalten 
werden kann. 

Nach der Ausgleichung der Brechungswinkel können wir 
nach Gl. (3) die Richtungswinkel der einzelnen Strecken be- 
rechnen. Nehmen wir (p^^ beliebig an, so ist 

<Pffi = 91^ + ßi± 180» 
(ß\ 93,4 = Vi,» + ßi± 180" ; 




Kg. 72. 



<Pij> = 95.t + ßi± 180». 
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Die letzte Gleichung prüft die Berechnung aller Richtungs- 
winkel. 

Hiermit sind nun nach (4) zur Berechnung der Koordinaten- 
unterschiede die Produkte s sin g) und s cos (p zu bilden. Für 
jedes geschlossene Polygon gelten die Bedingungen 

(7) [Ay] = und [Aa;]-0, 

da diese infolge der Messungsfehler nicht erfüllt sein werden, so 
findet sich' 

(8) [s sin y] = w^ und [s cos 9>] «= w;^., 

wobei w^ und w^ die durch zufällige Messungsfehler zu er- 
klärenden Grenzen nicht überschreiten dürfen. Die beiden Be- 
dingungen (7) erfordern ebenso wie Gl. (5) eine Ausgleichung, 
die am besten nach einem Näherungsverfahren erfolgt. Zwei 
Methoden finden allgemein Verwendung: 1. die Verteilung der 
Widersprüche auf die einzelnen Produkte s sin (p und s cos g) 
nach Verhältnis der Strecken s, 2. nach dem Verhältnis der 
Absolutwerte der Produkte selbst. 

Welches Verfahren günstigere Resultate liefert, müßte von 
Fall zu Fall geprüft werden; besser ist es jedoch, durch sorg- 
fältige Messung die Widersprüche klein zu halten, da dann 
die Wahl des Ausgleichungsverfahrens gleichgültig ist. 

Nach der ersten Methode erhält man die folgenden Ko- 
ordinatenunterschiede 

^Viß == «1,2 sin (Pi^ - i^J s^^ Ax^^ = Si^2 cos (p,^ - ^^ s^^ 

(9) ^^2,8 = ^2.3 sin g)2fi - ^ ^2^ ^^2,8 = «2.8 ^OS 93^3 - ^- -| Sg^g 

Nach der zweiten Methode findet man 

Ayi.« = «1^ sin (p,^ - ^,— i^^j 1 s,^ sin tp,^ 

W 

(10) AX,^ = 5i^3 COS 9i^ - j- 1- J^J] I 5i,2 COS (f^^ 



Zur Berechnung der kleinen Korrektionsglieder wird am 
besten der logarithmische Rechenschieber benutzt. 



§ 42. Beispiel. 
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* § 42. Beispiel. 

Als Zahlenbei- 
spiel soll das in Fig. 73 
dargestellte Polygon 
(j^ 1 — ® 8 berechnet 
, werden, das zur Auf- 
nahme der Dorf lage 
einer Feldmark er- 
forderlich war. 

Die Winkelmes- 
sung und Strecken- 
meesung ergaben nach 
der Mittelung folgende Resultate: 

ßi = 276« 23' 30" 
/3g = 181 46 20 
183 = 246 13 40 
ßi = 273 

Ä = 141 
ß, = 234 

/3j = 230 

ßs = 2U 33 30 




7 



54 00 
21 40 



42 
07 



10 
30 



rig. 78. 



Si^j = 290,44 m 
Sj', = 281,63 
«3^4 = 143,75 
slf, = 223,21 
sl^ = 185,70 
Sg^, = 162,28 
s,^ = 190,18 
Sg^i = 227,67. 



Die ganze Berechnung nach den Gleichungen (5) — (10) ist auf 
S. 96/97 in einem besonderen übersichtlichen Schema ausgeführt. 

In der zweiten Spalte wird die Summe der Brechungs- 
winkel gebildet und jedem Winkel seine — auf ganze Sekunden 
abgerundete — Verbesserung beigefügt. Für den Richtungs- 
winkel 9i2 ist der Wert 42® 16' 23" gegeben und hiermit 
werden alle übrigen Richtungswinkel berechnet. Für die loga- 
rithmische Berechnung genügen stets fünfstellige Logarithmen. 
Die Produkte s sin g? und s cos q> werden der Rechenprobe 
wegen noch einmal mit Hilfe der Rechenmaschine gebildet; 
wozu die Werte der trigonometrischen Funktionen aus einer 
besonderen Tafel entnommen werden. Es können auch Ko- 
ordinatentafeln für diesen Zweck benutzt werden, bei denen dann 
die Multiplikation ganz wegfällt. Für die beiden vorletzten 
Spalten des Rechenschemas waren die Koordinaten des Punktes 1 
gegeben. 
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Punkt 



Brechungs- 
winkel 

ß 



Richtungs- 
winkel 

9 



Strecke 



s 



log sin 9 

logs 
log cos 9 



log s sin qp 
log s cos 9 



1 
2 

3 



o 



8 



/ // 



181 


— 17 
46 20 


1 

1 246 


— 18 
13 40 


273 

i 


— 17 
54 00 


1 

141 


— 18 
21 40 


235 


— 17 
42 10 


230 


— 18 
07 30 


214 


— 17 

33 30 


276 


— 18 
23 30 


1800 


02 20 


140" _ 

8 


= -17,5" 



/ // 



42 16 23 



204 09 30 



166 30 53 



290,44 



44 02 25 ] 281,63 



110 15 48 143,75 



223,21 



185,70 



221 12 45 162,28 

271 19 58 I 190,18 

I 

305 53 10 227,67 
42 16 23 



9.82780 
2.46306 
9.86920 



9.84208 
2.44968 
9.85664 

9.97225 
2.15761 
9.53950 



n 



9.61200 
2.34871 
9.96020 



n 



n 



9.39817 
2.26881 
9.98597 

9.81878 
2.21027 
9.87638 



n 



n 



n 



9.99988 
2.27917 
8.36660 

9.90858 
2.35730 
9.76803 



n 



n 



2.29036 
2.33226 



2.29176 
2.30632 

2.12986 
1.69711^ 



1.96071 
2.30891 



1.66698 
2.25478 



n 



2.02905 
2.08665 



2.27905 
0.64577 



n 



2.26588 
2.12533 



n 



§ 43. Polygonzttge. 

Wichtiger als geschlossene Polygone sind Polygonzüge, die 
zwei bereits bekannte Punkte verbinden. Später werden wir 
sehen, daß diese Züge ein unentbehrliches Glied in der Aus- 
führung größerer Aufnahmen bilden. An dieser Stelle dienen 
als bekannte Punkte zwei Punkte des geschlossenen Polygons. 
Da dieses allein selten für den Anschluß eines Liniennetzes ge- 
nügen wird, so ist in der Regel eine Teilung durch Polygon- 
züge erforderlich, damit die Bindelinien für die Einzelaufnahme 
überall bequem in Polygonseiten eingebunden werden können. 
In dem Beispiel Fig. 73 ist ein Zug von ®2 nach ®5 geführt 



§ 43. Polygonzüge. 
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Punkt 



-f-7 

196,37 



195,78 
134,86 



46,45 



+ 8 

91,85 



+ 4 

106,92 

-f-6 
190,13 

-f-6 
184,45 



-f 2 
214,91 



-f 2 
202,46 



4,42 

-1-8 

133,45 



% == — 0,40 



w^ 0,10 



+ 873,00 +426,00 



; + 195,44 
! +^1068,44 

1 + 196,85 
, + 126 4,29 

49,79 I + 134,90 
+ 1399,19 



I 



j — 91,32 
j + 1307,87 



203,66 

-f 2 
179,80 I + 46,47 : 

1+^354,34^ 

122,08 — 106,88 , 
+ 1247,46 ' 

— 190,07 
+ 1057,39 I 



— 184,89 

+ 873,00 i 



+ 214,93 I 
+ 640,93 

+ 202,47 I 
+ 843,40 ; 

— 49,79 [ 
+ 79^^1 ! 

— 203,64 

+_589,97 I 

— 179,78 
+ 410,19 

— 122,08 

+ 2 88,11 , 

+ 4,42 I 
+ 292,63 j 

+ 133,47 
+ 426,00 



572,46 I 672,86 ! 656,23 ■ 665,33 



3 



6 



8 



worden, da Geländehindernisse das Abstecken einer Messungs- 
linie quer durch das Poly- 
gon nicht zuließen. *^^ 

Allgemein seien in 
Fig. 74 die Punkte 6, 7, 
1 und 5 bekannt, und die 
beiden letzteren durch 
einen Polygonzug zu ver- 
binden. Im Zuge selbst 
sind dem Früheren ent- 
sprechend die Brechungs- — 
Winkel /J^, ft und ß^ und rig. u. 

Eggert, Oeodftsie. 




3/. 
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sämtliche Strecken zu messsen^ außerdem jedoch ein Anschluß- 
winkel /?! und ein Abschlußwinkel ß^y wodurch wieder drei Be- 
dingungen als Meßproben erhalten werden. 

Zur Berechnung des Zuges braucht man zunächst die 
Richtungswinkel der Strecken 6 — 1 und 5 — 7. Sind beide 
Strecken Seiten von schon berechneten Polygonen oder Polygon- 
zügen ^ so können die Richtungswinkel 
aus dem Berechnungshefb entnommen 
werden. Im andern Falle sind sie aus 
den Koordinaten zu berechnen. Da wir 
dieser Aufgabe noch oft begegnen wer- 
den^ so soll sie hier bereits eingehender 
behandelt werden. 

Sind die rechtwinkligen Koordinaten 
zweier Punkte Ä und B in Fig. 75 ge- 
geben, so ist 

(1) 




Fig. 76. 



b a 



Die Gleichung gilt für beliebige Lagen der Punkte A und B, 
gibt aber stets zwei um 180® voneinander abweichende Werte 
von fpah' U^ 2^ entscheiden, welchem Quadranten g?^^ an- 
gehört, ist zu beachten, daß 



(2) Vt-Va^ Sa,b Sill 9a,6 



und 



^b ~~ ^a 



^a,b cos (p^^, 



ist, daß also sin 9^ ^ und cos q)^ j, die Vorzeichen von y^ — y^ 
bzw. Xf, — x^ haben werden. Die Vorzeichen von Zähler und 
Nenner in (1) bestimmen mithin eindeutig den Quadranten, in 
dem 9^^ liegt. 

Um auch hier eine Rechenprobe zu erhalten, kann man die 
Gl. (1) leicht in eine andere Form bringen. Es ist 

l+tangqp^^,, Xt — ^a-^Vb — ya 



1 — tangqp^^^ ^b — ^a — Vb-^ Va 



oder 

(3) 



tang (45« + q>^^,) = 



(^6 + Vb) — (^g + yg) 

K - 2/*) -'(^a - 2/a) 



Da die Berechnung nach (3) vollständig unabhängig von (1) 
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* 

ist, so ist in (3) eine durchgreifende Prüfung der Berechnung 
erlangt. Zugleich fügen wir noch die beiden Gleichungen 



(4) s, 



. _ y» - ^g ^ ^* - "a 
«>* sin qp , cos cp , 



zur Berechnung der Strecke aus den Koordinaten hinzu, die 
ebenfalls mehrfach Verwendung finden werden. 

Wir kehren nun zur Berechnung des Polygonzuges zurück. 
Sind die Richtungswinkel q)^ ^ und (p^ ^ (Fig. 74 S. 97) bekannt, so 
erhält man sofort eine Bedingung für die Polygonwinkel. Es 
ist nämlich bei n gemessenen Brechungswinkeln nach wieder- 
holter Anwendung der Gl. (3) S. 93 

(5) 95,7 = 9.^.1 + [ß']±n 180». 

Diese der Gl. (5) S. 93 entsprechende Gleichung wird wie früher 
durch gleichmäßige Verbesserung der Brechungswinkel erfüllt. 
Hierauf erfolgt die Berechnung der Koordinatenunterschiede 
nach (4) S. 93. An die Stelle der Bedingungen (7) S. 94 treten 
hier die folgenden Gleichungen 

/gx [Ay]=-y6-yi 

die durch Verbesserung der einzelnen s sin q> und s cos q) nach 
(9) oder (10) S. 94 erfüllt werden müssen. 

Um auch hierfür ein Beispiel zu erhalten, ist auf S. 100 und 
101 die Berechnung des Zuges ®2 — ®5 aus Fig. 73 S. 95 voll- 
ständig ausgeführt. Die Verteilung der Widersprüche w^ und w^ 
erfolgte auch hier nach dem Verhältnis der Absolutwerte der 
Koordinatenunterschiede. 

§ 44. Graphische Verteilung der Widersprüche. 

Die beiden S. 94 genannten Verfahren zur Verteilung der 
Schlußfehler w^ und w^ bei Polygonzügen werden zwar in den 
meisten Fällen ausreichen, indessen soll der Vollständigkeit 
wegen noch eine Methode besprochen werden, die weniger will- 
kürlich ist, wenn sie auch von einer strengen Ausgleichung nach 
der Methode der kleinsten Quadrate weit entfernt bleibt. Die 
Methode der Drehung und Dehnung besteht darin, daß nach der 
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Punkt 



Brechungs- 
winkel 

ß 



Richtungs- 
winkel 



9 



Strecke 

s 



log sinqp I 1 
log/ I ^osssmcp 

log cos (p\ log « cos 9 



3 
2 

9 

10 

11 

5 
4 



/ // 



(224 02 25) 

— 21 
114 21 20 



— 21 

146 59 30 



— 21 

135 09 30 



— 21 
145 37 10 



— 21 
158 Ol 20 



/ ff 



224 02 25 



924 11 15 
900 



158 23 24 

125 22 33 

80 31 42 

46 08 31 
24 09 30 



24 11 15 



Berechnung der Produkte 5 sin 9 und s cos 9? alle Strecken nach 
demselben Verhältnis und alle Richtungswinkel um denselben 



82,17 



77,25 



89,47 



79,76 



9.56618 
1.91471 
9.96835 



n 



9.911:^6 
1.88790 
9.76263 



n 



9.99403 
1.95216 
9.21655 



9.85797 
1.90179 
9.84065 



1.48089 
1.88306 

1.79926 
1.65053 

1.94619 
1,16871 

1.75976 
1.74244 



n 



w 




Fig. 76. 



Betrag derartig geändert werden^ daß die nunmehr gebildeten 
Produkte keine Widersprüche geben. Das Verfahren kann 
rechnerisch und graphisch durchgeführt werden; der letztere 
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s sing? 


8 COS 9 


Ay 


* 


Punkt 


+ 




+ 




y 


X 


, 


4-4 
30,26 






+ 6 
76,39 


+ 1068,44 


+ 640,93 

— 76,33 
+ 564,60 


2 
9 


+ 30,30 
+ 1098,74 


+ 8 
62,99 






44,72 


+ 63,07 
4- 1161,81 


— 44,69 
+ 519,91 


10 


+ 12 

88,35 




+ 1 

14,76 




+ 88,47 
+ 1250,28 


+ 14,76 
+ 634,67 


11 


57,51 

1 




4-4 
65,26 




+ 57,59 
+ 1307,87 


+ 55,30 
-1- 689,97 


5 


239,11 


61,10 


+ 239,48 


— 50,96 


w = 
y 


— 0,32 


W SB 

X 


— 0,14 









bequemere Weg ist in Fig. 76 für das vorstehende Beispiel 
eingeschlagen worden. Es ist hierzu eine Zeichnung des Zuges 
in kleinem Maßstab erforderlich, wie sie meistens als Übersichts- 
skizze vojhanden sein wird. 

In größerem Maßstabe (1 : 20) sind im Punkte 5 die Wider- 
sprüche Wy und w^ in richtiger Lage angetragen. Es ergibt 
sich hieraus, daß zur Tilgung der Widersprüche der Zug um 
den Winkel y zu drehen ist, und die Strecke ® 2 — ® 5 um A zu 
vergrößern ist. Die verbesserten Orter der Punkte ® 9, ® 10 
und ®11 findet man durch Verschiebung auf konzentrischen 
Kreisen um die Bogen \y h^ und \y und in der Richtung der 
Radien um die Strecken 



. 02— ®9 . 

"J 02— ®5 



. ©2 — 010 . , . 

Ao = .tt; — -^~.- A und A. 



*2 



®2 — ®5 



® 2— ®11 
2'— 0ö~ 



A, 



die • mit dem Rechenschieber leicht berechnet werden können 
Die Änderungen in y und x der einzelnen Punkte können dann 
aus der Zeichnung abgegriffen werden. Aus Fig. 76 wurde, 
wenn wir die Änderungen mit Sy und Sx bezeichnen, gefunden 
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*y9 = + o,io 
*yio = + 0,20 

*yii = + 0,29 



dx^== — 0,06 
da^io 0,06 



Sx^i = + 0,03. 
Mithin sind die Verbesserungen der Koordinatenunterschiede 




© 2 
9 
10 
11 



® 9 
10 
11 

5 



+ 0,10 
+ 0,10 
+ 0,09 
+ 0,03 



— 0,06 

0,00 

+ 0,09 

+ 0,11 



Das rechnerische Verfahren, das nach den Formeln des 
§ 68 auszuführen ist, gibt die genauen Werte, die von den 
obenstehenden im Maximum um 0,01 abweichen. 

Man vergleiche auch die vorstehenden Verbesserungen mit 
denen, die S. 101 aus dem Näherungsverfahren hervorgingen. 



§ 45. Knotenpunkte. 

Wenn mehrere Polygonzüge, die von gegebenen Punkten 
ausgehen, sich in einem Punkte treffen, wie z. B. in Fig. 77, 

so kann zunächst der Zug A—B, 

/hierauf der Zug 3 — G be- 
rechnet werden. Es entspricht 
jedoch mehr einer gleich- 
mäßigen Behandlung aller 
Messungen, wenn zuerst durch 
gleichzeitige Berechnung der 
drei Züge von J., B und C nach 
03 die Koordinaten des letz- 
teren Punktes unter Anwen- 
dung einer einfachen Aus- 
gleichung ermittelt werden und 
dann die Ausgleichung der drei 
Züge erfolgt. In diesem Falle wird Punkt 03 als KnotenpunM 
bezeichnet. 

Die Berechnung beginnt mit der Ausgleichung der ge- 
messenen Winkel. Hierzu berechnen wir aus allen drei Zügen 
den Richtungswinkel einer von dem Knotenpunkt ausgehenden 




Fig. 77. 
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Strecke z. B. c?3 — ®4. Aus den drei erhaltenen Werten ist 
unter Berücksichtigung der ihnen zukommenden Gewichte ein 
Mittelwert zu bilden. Die Gewichte können umgekehrt pro- 
portional der Anzahl der Brechungswinkel angenommen werden, 
die man für jede der drei Berechnungen benutzt. In Fig. 75 
kann man z. B. g^ = \, g^^ = \ und ^^ ^ i setzen. Der so ge- 
fundene Mittelwert des Richtungswinkels 9)34 wird nun als ge- 
geben betrachtet und zur Ausgleichung der Brechungswinkel 
innerhalb der drei Züge in gewöhnlicher Weise benutzt. 

Nach Ermittlung der Produkte s sin (p und s cos q) erhält 
man auch für die Koordinaten des Bjiotenpunktes drei Werte- 
paare, die mit Berücksichtigung der Gewichte gemittelt werden 
müssen. Die Gewichte können willkürlich, z. B. gleich der 
reziproken Länge der Züge, angenommen werden. 

§ 46. Grobe Winkel- und StreckenfeUer. 

Grobe Messungsfehler verraten sich in geschlossenen Poly- 
gonen und Polygonzügen durch große Widersprüclie in den 
Winkel- und Koordinatenabschlüssen. Um die Nachmessung 
auf das fehlerhafte Element beschränken zu können, ist es not- 
wendig, vorher den Ort des Fehlers ausfindig zu machen. 

Die Größe eines groben Winkelfehlers ist aus der Winkel- 
bedingung ersichtlich. Es sei in Fig. 78 der Winkel ß^ zu 
groß gemessen worden. Wird 
der Zug von ®1 aus ohne 
Rücksicht auf die drei Be- 
dingungen berechnet, so 
werden die Koordinaten der 
Punkte (? 5, ®6 und ®7 um 
grobe Beträge falsch erhal- 
ten. Bei einer Wiederholung 
der Berechnung in umge- 
kehrter Richtung, also von ®7 aus, werden andrerseits die 
Koordinaten der Punkte ®3, ®2 und ®1 durch den Winkel- 
fehler entstellt werden. Man sieht, daß aus beiden Berechnungen 
nur die Koordinaten des Punktes ®4, des Fehlerpunktes, über- 
einstimmend hervorgehen werden. 




Fig. 78. 




Fig. 79. 
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Der Einfluß eines groben Streckenfehlers ist in Fig. 79 
dargestellt. Wird der Zug mit der unrichtigen Strecke ®2 — ®3' 
durchgerechnet, so werden die Koordinaten eines Punktes ®6' 
erhalten, dessen Abstand von ®6 nach Richtung und Ghröße mit 

dem Streckenfehler überein- 
y^ stiiomt. Aus den Koordinaten 
der Punkte ®6 und c?6' kann 
mithin nach (1) und (4) § 43 
S. 98 und 99 der Richtungs- 
winkel der Fehlerstrecke und die 
Größe des Fehlers ermittelt 
werden. Das Aufsuchen der 
Fehlerstrecke mit Hilfe ihres 
Richtungswinkels mißlingt, wie man sieht, wenn mehrere 
Strecken nahezu denselben Richtungswinkel habeu. 

Weiteres über die Berechnung von Polygonzügen und über 
die Fehlertheorie derselben findet sich in §§ 66 und 67. 

§ 47. Die Bussole. 

In der Magnetnadel besitzen wir ein vorzügliches Hilfs- 
mittel zur unmittelbaren Bestimmung von Richtungswinkeln, die 
bei der Theodolitaufnahme erst aus den Brechungswinkeln be- 
rechnet werden können. Die Richtung, die die Achse der 
Magnetnadel an einem bestimmten Orte angibt, bezeichnet man 
als den magnetischen Meridian des Ortes. Der Winkel zwischen 
dem magnetischen und dem astronomischen Meridian ist die 
DeTdination der Magnetnadel. Diese wird als östlich oder west- 
lich bezeichnet, je nachdem die Nordspitze der Magnetnadel 
östlich oder westlich vom astronomischen Meridian liegt (DekL 
in Danzig z. Z. gleich 6,8^ westlich). Wichtiger als der ab- 
solute Betrag der Deklination ist für die geodätischen Zwecke 
ihre zeitliche und örtliche Änderung. Die zeitliche Änderung 
besteht in einer zu vernachlässigenden jährlichen Abnahme oder 
Zunahme und in täglichen periodischen Schwankungen, die im 
Maximum etwa 10 Minuten betragen. Diesen Schwankungen 
muß durch die Anordnung der Messungen Rechnung getragen 
werden. Die örtlichen Änderungen der Deklination kommen. 
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wie aus dem MessungsTerfahren ersichtlich sein wird, kaum in 
Frage. 

Da die Nadel nar in horizontaler Lage fQr geodätische 
Zwecke gebraucht werden kann, so muß die durch die Inklination 
verursacht« Neigung durch einseitige Belastung aufgehoben 
werden. Der Aufhängepunkt der Nadel liegt stets Über ihrem 
Schwerpunkt, geringe Änderungen der Inklination haben des- 
halb wenig Einäuß, und eine einmalige Au a balancierung genügt 
ffir ein großes Gebiet, z. B. für ganz Deutschland. 

Der Kompaß besteht aus einer zylindrischen, oben durch 
einen Olaedeckel verschlossenen Buchse von geringer Höbe, auf 
deren Grundfläche eine Kreisteiinng angebracht ist. In der 
Mitte der Teilung erhebt sich ein spitz auslaufender Stift, auf 
dem das mit einem Acfaatplättchen versehene Hütchen der Nadel 
ruht. Tat der Eompaß außer Gebrauch, so läßt sich mittels 
einer besonderen Arretier- 
vorrichtung die Nadel von 
derSpitze abheben und gegen 
den Glasdeckel drücken. 
Namentlich bei großen In- 
strumenten darf diese Vor- 
sichtsmaßregel nie vergessen 
werden. 

In dieser einfachen Form 
findet der Kompaß bei topo- 
graphischen Aufnahmen Ver- 
wendung. Für geometrische 
Messungen wird er in Ver- 
bindui^ mit dem Femrohr 
als Bussole gebraucht. 

Fig. 80 zeigt eine klei- 
nere Bussole von Ferniel, bei 
der, wie man sieht, der Kom- 
paß auf dem Dreifuß um 
eine Stehachse drehbar an- ' ^^ ^ 

gebracht ist. Klemme und 

Feinbewegung entsprechen der schon am Theodolit erläuterten 
Konstruktion. Die Kippachse des Fernrohrs wird der be- 
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quemen Ablesung wegen nur von einem Ann getragen, der 
sieh von der Grundplatte des Kompasses erhebt. Eine rechts 
sichtbare Dosenlibelle dient zum Lotrechtstellen der Stehachse. 
Da beim Drehen des Instruments im G^ensatz zum Theodolit 
die Zeiger stehen bleiben und der Limbus sich bewegt, so 
muß, damit bei rechtsläufiger Drehung die Ablesungen wachsen, 
die Teilung linksläufig beziffert sein. 

Die Bedingungen, die die justierte Bussole zu erfüllen hat, 
sind zunächst dieselben, die wir beim Theodolit schon kennen 
gelernt haben. Die Beseitigung des Kollimations- und Kipp- 
achsenfehlers kann nach den dort angegebenen Verfahren er- 
folgen. Für den Kippachsenfehler ist in Fig, 80 keine Justier- 
vorrichtung vorgesehen, doch kann nötigenfalls eine geringe 
Neigungsänderung der Kippachse durch Unterlegen kleiner 
Stanniolplättchen unter den Fernrohrträger erzielt werden. 

Eine Exzentrizität der Aufhängung der Nadel in bezug 
auf den Teilungsmittelpunkt spielt dieselbe Rolle wie die Ex- 
zentrizität der Alhidade beim Theodolit. 

Da der Abstand der beiden Zeiger beim Theodolit nicht 
genau gleich 180^ zu sein braucht, so ist es auch hier nicht 
notwendig, daß die beiden Nadelenden und der Aufhängepunkt 
in einer Vertikalebene liegen. 

Man sieht, daß auch bei der Bussole durch Ablesen an 
beiden Nadelenden und durch Messung in beiden Femrohrlagen 
die Instrumentalfehler unschädlich gemacht werden. 

Nicht erforderlich ist es, daß die Visierebene durch den 
Nullstrich der Teilung geht, da mit der Bussole Richtungs- 
winkel in bezug auf eine beliebige Anfangsrichtung gemessen 
werden sollen. Indessen ist es, wie später ersichtlich werden 
wird, bequem, wenn die Visierebene in der ersten Femrohrlage 
wenigstens näherungsweise der vorstehenden Forderung entspricht. 
Die Anfangsrichtung oder Nullrichtung ist diejenige Richtung 
der Visierebene, bei der das Mittel der beiden Ablesungen 0® 
beträgt. 

Statt der Bussole kann auch der Theodolit zur direkten 
Messung von Richtungswinkeln benutzt werden, wenn ein 
Orientierkompaß vorhanden ist. Dieser besteht aus einem läng- 
lichen Kästchen mit Glasdeckel, in dem eine Magnetnadel wie 
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beim eigentlichen Kompaß befestigt ist. Statt der Kreisteilung 
sind an beiden Enden des Kästchens Marken angebracht, auf 
die man die Enden der Nadel einstellen kann. Das Ganze kann 
vermittels zweier Füße auf die Kippachse des Theodolits gesetzt 
werden und erhält dadurch eine unveränderliche Lage in bezug 
auf die Alhidade des Theodolits. Auch hier ist die Verbindungs- 
linie der Marken näherungsweise der Visierebene parallel und 
das Nordende der Nadel liegt auf der Objektivseite des Fem- 
rohrs. Die Nullrichtung der hiermit zu messenden Richtungs- 
winkel ist die Richtung der Visierebene bei einspielender Magnet- 
nadel. Wird bei dieser Richtung an den Zeigern der Alhidade 
abgelesen, so kann man für jede beliebige Einstellung des Fem- 
rohrs den Richtungswinkel unmittelbar angeben. 

In der nachstehenden Tabelle sind unter der Bezeichnung 
Nord die Nonienablesungen bei einspielender Magnetnadel an- 
gegeben. Aus den Ablesungen bei Einstellung der Ziele A und 
B sind in der letzten Spalte die Richtungswinkel in bezug auf 
die oben angegebene Nullrichtung berechnet. 



Ziel 


Nonius I 


Nonius n 


Mittel 


Richtungs- 
winkel 


Nord 
A 
B 


' 

335 22 

186 29 
267 38 


' 

155 22 

6 29 
87 38 


' 

335 22 

186 29 
267 38 


' 

00 
211 07 
292 16 



§ 48. Bussolenzäge. 

Die Verwendung der Bussole erfolgt ausschließlich zur Auf- 
nahme von Polygonen bzw. Polygonzügen. Die geringe Ablese- 
genauigkeit im Vergleich zur Theodolitmessung wird zum Teil 
wieder dadurch ausgeglichen, daß man unmittelbar Richtungs- 
winkel erhält, die bei der Theodölitmessung erst aus den 
Brechungswinkeln hervorgehen. Die Summierung der Brechungs- 
winkel hat zur Folge, daß jeder Richtungswinkel die Fehler 
einer ganzen Reihe von Winkelmessungen enthält, während die 
Bussole die Richtungswinkel unabhängig voneinander angibt. 

Bei der Ausführung der Messung kann zur Erhöhung der 
Genauigkeit der Richtungswinkel jeder Strecke in ihren beiden 
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Fig. 81. 



Endpunkten gemessen werden. Wird hierauf zugunsten der 
Geschwindigkeit der Aufnahme verzichtet^ so hat man den Vor- 
teil, daß bei der Aufstellung der Bussole je ein Polygonpunkt 

ausgelassen, die Messung in Spring- 
ständen ausgeführt werden kann. 
Bezeichnen in Fig. 81 die Pfeil- 
linien dieNüUrichtung der Bussole, 
so werden bei der Aufstellung der 
letzteren im Punkte 1 die Rich- 
tungswinkel (1, 2) und (1, 6) ge- 
messen. Die nächste Aufstellung 
erfolgt im Punkte 3 usw. 

Den geringen Änderungen der 
Deklination im Laufe der Mes- 
sung trägt man am besten Rechnung, indem man am Schluß der 
Arbeit die Messung der ersten Aufstellung wiederholt und die sich 
ergebende Differenz auf alle Richtungswinkel verteilt. Unregel- 
mäßige Schwankungen der Deklination, die mitunter auftreten, 
werden hierbei natürlich nicht berücksichtigt. Zur Berechnung 
geschlossener Bussolenzüge kann das Schema des § 42 S. 96 
und 97 verwendet werden, jedoch fällt die zweite Spalte, die 
die Brechungswinkel enthält, weg, da die Richtungswinkel un- 
mittelbar aus der Messung hervorgehen. Auch die Verteilung 
der Koordinatenabschlußfehler kann man wie in § 42 ausführen. 
In derselben Weise kann auch ein Bmsolenzug zwischen 
zwei durch ihre Koordinaten bereits gegebene Punkte eingeschaltet 
werden. Es bedürfen hierbei jedoch die gemessenen Richtungs- 
winkel einer konstanten Verbesserung, da die Nullrichtung nicht 
mit der positiven Richtung der xlbszissenachse des Koordinaten- 
systems zusammenfällt. Diese Korrektion, die Mißweisung der 
Visur kann definiert werden als der Richtungswinkel der Visier- 
ebene im Koordinatensystem der gegebenen Punkte bei ein- 
spielender bzw. auf Null gestellter Magnetnadel. Zur Be- 
stimmung der Mißweisung wird auf einem gegebenen Punkte 
der Richtungswinkel nach einem zweiten gegebenen Punkte ge- 
messen. Die Differenz des gemessenen gegen den aus den Ko- 
ordinaten berechneten Richtungswinkel gibt die Mißweisung, 
die dann zu allen gemessenen Richtungswinkeln hinzuzufügen 
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ist. Dadurch; daß man im Anfangspunkt und im Endpunkt die 
Mißweisung bestimmt^ wird auch wieder eine Berücksichtigung 
der Deklinationsänderung möglich. 

Es ist noch die Frage zu entscheiden, ob auch hier dasr 
Prinzip der möglichst langen Polygonseiten am Platze ist^ das 
sich bei der Theodolitmessung als das vorteilhafteste erwies. 

Bezeichnen wir den 



mittleren Fehler einer Bus- 
solenmessung mit ±dy so 
gibt eine Strecke AB ^ Sy 
deren Richtungswinkel in A 
gemessen ist^ für den End- 
punkt JB eine mittlere Quer- 
verschiebung (Fig. 82) 

(1) A = ±5d. 

Werden statt der einen 
Strecke n Strecken von der 



h 



A^>-^-=^ 



> 
^B 




Fig. 82. 



Länge angenommen, so 

ist die mittlere Querverschiebung im Endpunkt einer jeden gleich 



s 



Hh Sy und für die mittlere Querverschiebung des Endpunktes B 
ist nach der Fehlerhäufungsregel 



2 



oder 

(2) 



s 






Wird im ersteren Falle die Bussolenmessung n mal wiederholt, 
so ist der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels 

(3) d' = ± * 



-^V' 



n 



mithin wird dann 

(4) 



8 



^ = ±t;^*- 



Wenn also nach (2) möglichst kurise Strecken am günstigsten 
sind, so lehrt (4), daß man durch Wiederholung der Bussolen- 
messungen auch bei längeren Strecken dieselbe Genauigkeit er- 
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langen kann. Auf diese Weise kann man den schädlichen Ein- 
fluß längerer Strecken in einem Bussolenzuge aufheben. 

Eine eingehendere Untersuchung dieses Gegenstandes auf 
Grund der Fehlertheorie ist in § 67 ausgeführt. 
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F. M, Gl<Mth, Tafeln zur Berechnung goniometrischer Ko- 
ordinaten. 3. Aufl. Halle a. S. 190(5. 
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polygonometrische Tafeln für Maschinenrechnen. Halle a. S. 1901. 



7. Kapitel. 

Trigonometrische Punktbestimmuiig. 

§ 49. Auswahl der Dreieckspunkte. 

Ein einfaches Liniennetz oder ein Polygonnet^ wird als 
Grundlage geometrischer Aufnahmen nur bei geringer Flächen- 
ausdehnung genügen. Gerade Linien von mehr als 1 km Länge 
werden der Geländehindernisse wegen schwer abzustecken und 
noch schwerer zu messen sein. Aber auch durch ein Polygon 
wird bei solcher Ausdehnung die gegenseitige Lage entfernter 
Punkte nicht mehr genau zu bestimmen sein^ da die Anhäufung 
der unvermeidlichen Winkel- und Streckenmessungsfehler die 
Berechnung der Koordinaten der Polygonpunkte ungünstig be- 
einflußt. Statt eines geschlossenen Polygons werden deshalb 
für größere Aufnahmen nur noch Polygonzüge verwendet, deren 
Endpunkte nach dem Verfahren der Triangulation bestimmt 
werden. 

Der Triangulation liegt der Satz zugrunde, daß eine geo- 
metrische Figur, die sich aus Dreiecken zusammensetzt, ihrer 
Gestalt nach bestimmt ist, wenn die . Dreieckswinkel bekannt 
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sind, und ihrer Größe nach, wenn mindestens eine Dreieeksseite 
gegeben ist. Denken wir uns die Eckpunkte der Dreiecke im 
Gelände bezeichnet, so genügt die Messung der Horizantal- 
winkel in den Dreiecken 
und die Messung einer kjc 
bequem liegenden Drei- 
ecksseite, der Grundlinie 
oder BasiSy um die Ko- 
ordinaten aller Eck- 
punkte in bezug auf ein 
beüebiges, z. B. das in 

Fig. 83 angedeutete 
System nach einfachen 
Sätzen der ebenen Tri- 
gonometrie zu berech- 
nen. Werden die Drei- 
eckspunkte durch Poly- 
gonzüge, diese wieder 

durch Bindelinien ver- ' ^^ 

bunden, so ist selbst bei 
großer Ausdehnung des 

Vermessungsgebietes 
för die Klein messung eine sichere einheitliche Grrundlage gegeben. 
Das Prinzip der Triangulation ist von dem Niederländer 
WiUibrord Snellius im Jahre 1617 zum erstenmal angewendet 
worden. Der Vorteil des Verfahrens besteht darin, daß nur 
wenige Messungen zur Bestimmung des ganzen Dreiecksnetzes 
erforderlich sind, die, vom Gelände nahezu unabhängig, mit er- 
höhter Sorgfalt ausgeführt werden können. Die Häufung der 
zufälligen Messungsfehler wird um so weniger Einfluß haben, 
je weniger Dreiecke das System bilden, je größer also bei ge- 
gebener Ausdehnung des ganzen Netzes die einzelnen Dreiecke 
sind. Man wird deshalb zunächst die Rücksicht auf den An- 
schluß der Polygonzüge außer acht lassen und das Gebiet mit 
wenigen, möglichst großen Dreiecken überspannen, um deren 
Eckpunkte so genau als möglich bestimmen zu können. Für 
die Bedürfnisse des Polygonnetzes werden dann nach den 
Methoden der trigonometrischen PunJcteinschaltung noch weitere 



r 



Fig. 83. 
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Punkte ermittelt. Dreiecke mit spitzen Winkeln sind, wie die 
Fehlertheorie lehrt, für die Punktbestimmung ungünstig und 
deshalb bei der Triangulation zu vermeiden. Das gleichseitig« 
Dreieck wird in den meisten Fällen als ideale Gestalt geo- 
dätischer Dreiecke anzusehen sein. 

Die nach sorgfältiger Erkundung des Geländes ausgewählten 
Dreieckspunkte werden durch Steine mit eingemeißeltem Kreuz 
oder durch Röhren in ähnlicher Weise wie die Polygonpunkte 
vermarkt, jedoch fügt man häufig als Versicherung eine unter- 
irdische Vermarkung durch eine Steinplatte mit Kreuz hinzu. 
Da gewöhnliche Baken zur Sichtbarmachung der Dreiecks- 
punkte in der Regel nicht ausreichen, so werden hierzu drei- 

oder vierseitige Holzpyramiden benutzt, 
die in einer Höhe von 4 — 5 m über 
dem Punkt aufgebaut werden (Fig. 84). 
Die lotrecht stehende Achse der Pyra- 
mide bezeichnet den Punkt und muß 
daher genau mit seiner Vermarkung 
zusammenfallen. Meistens ist es be- 
quemer, die Pyramide zuerst zu er- 
richten und dann durch Herabloten 
ihrer Achse den Punkt auf dem Erd- 
boden festzulegen. Häufig können 
auch Turmspitzen, Blitzableiter auf 
Schornsteinen , Fahnenstangen auf 
hohen Gebäuden u. a. als Dreiecks- 
punkte benutzt werden. Erspart man hierbei die künstliche 
Sichtbarmachung und Vermarkung, so bereitet andererseits die 
Winkelnlesöung auf diesen Punkten meistens Schwierigkeiten, 
mitunter ist sie überhaupt unausführbar. 




§ 50. Basismessung. 

Für die Messung der Grundlinien ist ebenes, wenn möglich 
horizontales Gelände auszuwählen. Ist dieses zwischen zwei 
Dreieckspunkten nicht zu finden, so muß die Basis dui:ch eine 
besondere Dreiecksmessung mit einer Seite der Hauptdreiecke 
verbunden werden. In Fig. 85 sind A und B zwei Dreiecks- 




Fig. 85. 
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punkte^ während C und D die Endpunkte der Basis bezeichnen. 
Durch Messung der Winkel in den Dreiecken ADC und CDB 
kann aus der Basis die Dreiecks- 
seite AB berechnet werden. Zu- 
gleich kann dieses Verfahren 
dazu dienen^ fiir die Basis eine 
kürzere Strecke zu wählen, deren 
Länge mit um so größerer Ge- 
nauigkeit meßbar ist. 

Für die Messung selbst wer- 
den Meßlatten von Holz oder Stahlmeßbänder bei verfeinerter 
Anwendung stets genügen. Meßlatten werden besonders dann 
gute Resultate liefern, wenn ihre Endflächen mit Schneiden, 
ähnlich denen der Normalmeter, versehen sind, da dann beim 
Aneinanderlegen der Latten die Berührung nur in einem Punkte 
stattfindet. Holzlatten verändern sich erfahrungsmäßig nur sehr 
allmählich infolge Änderung der Luftfeuchtigkeit, es genügt 
daher, wenn die Latten täglich ein- bis zweimal durch Normal- 
meter geprüft werden. Um bei der Messung Abweichungen 
von der Geraden zu vermeiden, ist letztere durch Baken oder 
Pflöcke in kleinen Abständen zu bezeichnen. 

Schwieriger ist die Anwendung des Stahlmeßbandes, dessen 
Änderungen mit der Temperatur sehr beträchtlich und infolge 
der Schwierigkeit der Temperaturbestimmung schwer zu er- 
mitteln sind. Nur bei bedecktem Himmel wird das Thermo- 
meter die Temperatur des Meßbandes einigermaßen richtig an- 
geben. Auf dem Meßband werden in der Nähe seiner Enden 
zwei Querstriche als Endmarken gezogen, deren Abstand, viel- 
leicht rund 19 m, mit Normalmetem genau gemessen werden 
kann. Die Striche auf den Endringen sind für solche genauen 
Messungen nicht brauchbar. 

Die Basisgerade wird durch kleine Pflöcke in nahezu gleiche, 
von der Meßbandlänge wenig abweichende Teile eingeteilt, wo- 
bei die Pflöcke mit dem Theodolit genau eingerichtet werden. 
Auf den Pflöcken werden die Teilpunkte durch die Kopfmitten 
kleiner Eisennägel genauer bezeichnet. Zur Messung der ein- 
zelnen Abschnitte wird das Meßband an die Pflöcke gelegt 
(Fig. 86) und straff ausgespannt. Hierauf werden mit Milli- 

Eggert, Geodftsie. 8 
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metermaßstäben die kurzen Abstände e^ und ^^ ^®i' beiden End- 
marken des Meßbandes von den Nägeln bis auf 0^5 mm genau 
gemessen. Nach geringer Verschiebung des Bandes kann die 







I < I 




Fi«. 86. 

Messung beliebig oft wiederholt werden, so daß die Summe 
beider Abstände bis auf Bruchteile des Millimeters erhalten 
wird. Es ist selbstverständlich, daß die Pflockköpfe nahezu in 
gleicher Höhe mit dem Erdboden liegen müssen, damit das 
Meßband seiner ganzen Länge nach gleichmäßig aufliegt. 

Bei beiden Methoden der Basismessung muß das Längen- 
profil der Basis durch ein Nivellement (§ 88) aufgenommen 
werden, damit die gemessene Länge wegen der Neigung des 
Geländes reduziert werden kann. Bezeichnen wir mit s die 
Länge einer auf dem geneigten Gelände gemessenen Strecke, 
mit Ah den Höhenunterschied ihrer Endpunkte und mit As die 
Reduktion auf die Horizontale, so ist entsprechend S. 9 und 10 

«2 - (s - Asy = Ah^ 
oder 

Ah* 



A5 = 



2s — As* 
Da As im Nenner vernachlässigt werden kann, so ist 

As = -^— . 

2s 

Wechselt die Geländeneigung innerhalb der Basis, so ist die 
vorstehende Gleichung auf die einzelnen Teile anzuwenden. 

§ 51. Winkelzentrierung. 

Die Winkelmessung ist bereits S. 87 genügend behandelt 
worden. Die Anzahl der Wiederholungen auf den einzelnen 
Stationen richtet sich nach dem Zweck der Aufuahme, der 
Güte des zur Verfügung stehenden Instruments und nach der 
verfügbaren Zeit. Im allgemeinen wird das Verfahren der Satz- 
beobachtungen anzuwenden sein; nur bei großer Nonienangabe 
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des Theodolits wird man zum Repetierverfahren greifen müssen. 
Bei einem guten Nonientheodolit genügen für den vorliegenden 
Zweck 6 — 8 Richtüngssätze bzw. eine entsprechende Anzahl von 
Repetitionen der einzelnen Winkel. Aus den gemessenen Rich- 
tungssätzen ist für die weitere Verwendung das arithmetische 
Mittel zu bilden. Das Repetitionsverfahren liefert nur je einen 
Winkel, jedoch können aus den Winkeln vollständige Sätze zu- 
sammengestellt werden, wenn die Strahlen einer Station in allen 
Kombinationen zu Winkeln zusammengefaßt werden. Näheres 
hierüber bringt der Abschnitt 4 Ät(^gleichungsrechnung § 163. 

In denjenigen Fällen, in denen die Aufstellung des Theo- 
dolits auf dem Dreieckspunkt nicht möglich ist, wie z. B. auf 
Turmspitzen, Blitzableitern usw., ist die Winkelmessung auf 
einer Hilfsstation, einem exzentrischen Standpunkt auszuführen, 
und durch Rechnung auf das Zentrum zu reduzieren. Diese 







w 






Flg. 87. 



Aufgabe stellt Fig. 87 in einfacher Form dar. Als Zentrum C 
des Dreieckspunktes gelte die Achse einer Fahnenstange auf der 
Plattform eines Turms, während der Theodolit in E aufgestellt 
werde. Bezeichnen wir mit EN die NullricMung des Femrohrs, 
d. h. diejenige Stellung der Visierebene, für die die Ablesung 
Null erhalten wird, so sind w^j w^, ^2 * * * ^^^ gemessenen Rich- 
tungen nach dem Zentrum und den Dreieckspunkten P^P^- - > 
Wir denken uns nun das Instrument in C mit derselben Null- 
richtung aufgestellt und erhalten hiermit die zentrierten Rich- 
tungen 

8* 
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Führen wir noch für die lineare Exzentrizität CE und für 
die EntfernuDgen CP^, CP^ • • • die Bezeichnungen e bzw. 5^, 
«2 • • • ein, so ergibt sich 



*i = r sin K - ^c) 



(2) 



e 



sin (w^ — w^ 



Die vorstehenden Gleichungen sind unabhängig von der Lage 
der Punkte P, wie man leicht einsehen kann. 

Die beiden Größen e und w^ sind die Zentrierungselemente 
der Station. 

Beispiel. In dem Dreiecksnetz Fig. 83 S. 111 wurde der 
Punkt D durch die Spitze eines Turms bezeichnet, dessen Laterne 
nicht zugänglich war. Dagegen konnte auf einer den Turm um- 
gebenden Galerie ein Beobachtungsstand D' hergerichtet werden. 
Die Bestimmung der Zentrierungselemente, die nicht direkt er- 
folgen konnte, ist S. 118 erläutert. Es wurde gefunden e = 1,474 m. 
Die Bichtungsmessung auf der exzentrischen Station ergab 
folgendes Resultat: 

Standpunkt D' 



Ziel 


Richtung 
w 


E 
F 
G 
C 

Zentr. D 


0® 00' 00" 
41 43 53 
81 16 00 

164 30 03 

279 07 



Aus einer vorläufigen Dreiecksberechnung erhielt man die 
Entfernungen 

s^ = 978,0 m 
Sj, = 1645,0 m 
s^ -= 983,5 m 
s. = 741,9 m. 
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Hiermit ist die Zentrierangsberechnung in dem nachstehenden 
Schema nach (1) und (2) übersichtlich ausgeführt. 



Punkt 

w 
w — w^ 

e 

s 


E 
0® 00' 00" 
80® 53' 
1,474 m 
978,0 m 


F 

41® 43' 53" 
122® 37' 
1,474 m 
1645,0 m 


G 

81® 16' 00" 
162® 09' 
1,474 m 
983,5 m 


G 

164® 30' 03" 

245® 23' 
1,474 m 
741,9 m 


279® 07' 
0® 00' 


logsin(i(7-w^) 

logc 

log % 


9,99448 
0,16850 
7,00966 


9,92546 
0,16850 
6,78383 


9,48647 
0,16850 
7,00723 


9,95862n 

0,16850 

7,12965 




log sin d 
w 


7,17264 

+ 0® 05' 07" 
0® 00' 00" 
0® 00' 00" 


6,87779 
+ 0® 02' 36" 
0® 02' 31" 
41® 41' 22" 


6,66220 
+ 0® Ol' 35" 
0® 03' 32" 
81® 12' 28" 


7,25677« 

— 0® 06' 13" 

— 0® 11' 20" 
164® 18' 43" 





Da eine gleichmäßige Veränderung aller Richtungen zu- 
lässig ist, so sind in der vorletzten Zeile die Differenzen d — S^ 
gebildet, um für die Anfangsrichtung nach E auch nach der 
Reduktion den Wert 0» 00' 00" zu behalten. 



.^-ri: 






/ t 



§53. Indirekte Bestimmung der Zentrierungselemente. 

Das vorstehende Beispiel lehrt, daß die unmittelbare Messung 
der Zentrierungselemente e und w^ nicht immer möglich sein 
wird. In solchen Fällen 
sind besondere Hilfsmes- 
sungen auszuführen. Zur 
Bestimmung von e in 
Fig. 88 wird eine Hilfs- 
basis / — II abgesteckt, 
und außer ihrer Länge wer- 
den die Winkel a, a und j< 
/3, ß' in je zwei Richtungs- 
sätzen gemessen, so daß 
durch Auflösung der Dreiecke e und der Winkel q) berechnet 
werden können. Um auch das zweite Zentrierungselement zu 
erhalten, ist bei den Richtungsmessungen auf dem exzentri- 
schen Standpunkt der Punkt II mitzunehmen. Werden die 
Richtungen wieder mit w bezeichnet, so ist das gesuchte Zen- 
trierungselement 




Fig. 88. 
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In Fig. 88 ist das Zentrum dem Zahlenbeispiel entsprechend 
mit D bezeichnet, während in der vorstehenden Formel die all- 
gemeine Bezeichnung C beibehalten ist. 

Da bei den vorstehenden Winkelmessungen stets sehr steile 
Visuren auftreten werden, so ist zur Vermeidung der Projektions- 
fehler der Lotrechtstellung der Stehachse besondere Sorgfalt zu 
widmen. 

Als Beispiel diene die Bestimmung der Zentrierungselemente 
für die auf S. 117 ausgeführte Zentrierung der Richtungsmessungen 
auf dem Dreieckspunkte D. Es wurde gemessen / — II = 92,36 m, 
femer wurden in den drei Punkten 1, II und D' Richtungs- 
messui^en ausgeführt mit folgendem Resultat: 



Standpunkt I 


Standpunkt II 


Standpunkt 2>' 


Ziel 


Richtung 


Ziel 

1 


Richtung 


Ziel 


Richtung 


B 

D' 

U 


0® 00' 00" 
56 36 
79 19 48 


I 
B 
B' 


0^ 00' 00" 
48 16 35 
48 50 57 


E 

II 

I 


0^ 00' 00" 
149 58 40 
202 44 35 



Für die Dreiecke IIID und IUI)' ergeben sich folgende, 
im letzteren auf 180® abgestimmte Winkel 

a = 79® 19' 48" a! ^ 78® 23' 11" 

^ = 48 16 35 /3'==48 50 56 

y = 52 23 37 / = 52 45 53. 

Löst man die beiden Dreiecke auf und berechnet die recht- 
winkligen Koordinaten der Punkte D und D' in bezug auf 
II — I als Abszissenachse mit II als Nullpunkt, so wird 

y = + 85,509 m y' == + 85,561 m 

^ = + 76,249 m ^' - + 74,776 m. 

Hiermit findet man 

y-y' 0,052 m 

x—x'^-\- 1,473 m 
und e = 1,474 m. 

Aus den Koordinaten berechnen wir noch bis auf Minuten 
genau den Richtungswinkel 

(D',D) = 357® 59' 

und da 
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{B\II) = 228« 51', 
so ist g? = 129<> 08'. 

Hieraus und aus den Richtungsmessungen auf D' erhält 
man schließlich 

^ EBB = 279« 07; 

welcher Winkel unter der Bezeichnung w^ bei der Zentrierungs- 
berechnung auf S. 117 benutzt wurde. 

§ 53. Zentrierung der Zielpunkte. 

Eine weitere Verbesserung der beobachteten Richtungen 
wird durch die fehlerhafte Sichtbarmachung der Zielpunkte er- 
forderlich. Ist z. B. auf dem Zielpunkt eine Pyramide auf- 
gestellt^ so wird deren Achse trotz aller Sorgfalt nie genau mit 
dem Dreieckspunkt zusammenfallen. In anderen Fällen werden 
Hindemisse die Annahme eines exzentrischen Zielpunktes be- 
dingen. Die Zentrierungselemente sind dieselben wie bei der 
exzentrischen Aufstellung des Theodolits, ihre Bestimmung wird 
wie dort teils auf direktem, teils auf indirektem Wege erfolgen 
müssen. 

Bei Pyramiden ist die Achse mit Hilfe des in geringer 
Entfernung aufgestellten Theodolits herabzuloten und auf dem 
Boden zu bezeichnen, worauf die Zentrierungselemente unmittel- 
bar gemessen werden können. ^^ 

Für die Reduktion der nach 'pT^ ^ P I^^ 

dem exzentrischen Zielpunkte Z' i 

gemessenen Richtungen auf das ^ 

Zentrum wird eine graphische cjv^ / ~~V 

Konstruktion zu Hilfe genommen. Y 1 

Mit dem Transporteur werden alle / fs^ 

Visuren gezeichnet und auch die /^ 1 

Größe e in großem Maßstabe, ^ A 

etwa 1:10 in der richtigen Rieh- Ä^ jp 

tung abgetragen (Fig. 89). Es / 

lassen sich dann die senkrechten 

Abstände e^, e^-- des eigentlichen Zielpunktes Z von den 
Visierlinien abgreifen imd die Verbesserungen der gemessenen 
Richtungen sind nach Fig. 89 
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VI // 



«^2 = 



»8 



f/ 



V, 



r 9 "s^-» 



s, 



woj^ei s^j «2 • • • die Entfernungen bezeichnen. 

Erreicht e einen größeren Wert, so müssen die v durch 
Rechnung, ähnlich der auf S. 117, ermittelt werden. 

§ 54. Auflösung der Dreiecke. 

Bevor die zentrierten Richtungssätze zur Berechnung der 
Dreiecke verwendet werden können, sind sie noch einer Aus- 
gleichung zu unterwerfen, da infolge der unvermeidlichen 
Messungsfehler die geometrischen Bedingungen des Dreiecks- 
netzes nicht erfüllt sein werden. Die Ausgleichung erfolgt nach 
den Grundsätzen der Methode der kleinsten Quadrate und wird 
im 19. Kapitel im Zusammenhange behandelt werden. Dort 
findet sich auch die Berechnung für das Dreiecksnetz von S. 111 
vollständig durchgeführt. Wir entnehmen als Resultat der 
Ausgleichung aus § 160 die ausgeglichenen Richtungen: 



Standpunkt A 


Standpunkt B 


Standpunkt G 


Standpunkt G 


Ziel 


Richtung Ziel 


Richtung 


Ziel 


Richtung 


Ziel j Richtung 


B 
G 
F 


/ // 

00 00,0 
62 19 00,1 
93 48 34,6 


G 
G 
A 


/ // 

00 00,0 

44 24 31,0 

123 Ol 13,1 


B 
G 
B 


/ // 

00 00,0 

67 25 35,7 

116 16 45,1 


A 
B 
C 
B 
E 
F 


' " 

00 00,0 
39 04 18,0 
115 48 37,6 
155 16 48,6 
204 29 20,3 
260 32 21,4 


Standpunkt D 


Standpunkt E 


Standpunkt F 


Ziel 


Richtung 


Ziel 


Richtung 

1 


Ziel 


Richtung 


E 
F 
G 
C 


/ // 

00 00,0 

41 41 24,3 

81 12 29,0 

164 18 42,4 


F 
G 
B 


/ // 

00 00,0 

53 18 39,3 

102 53 38,5 


A 
G 
B 
E 


/ // 

00 00,0 

49 02 47,0 

84 16 09,3 

119 41 06,5 



Der nächste Schritt in der Bearbeitung des Dreiecksnetzes 
ist die Berechnung der Dreiecksseiten nach dem Sinussatz der 
ebenen Trigonometrie. Auch hier empfiehlt sich die Anwendung 
eines übersichtlichen Rechenschemas, in dem die Berechnung 
leicht geprüft werden kann. Soweit die Resultate sich nicht 
gegenseitig kontrollieren, ist eine zweite unabhängige Berechnung 



§ 54. Anflösnng der Dreiecke. 
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erforderlich, für die mit Vorteil die Rechenmaschine mit einer 
trigonometrischen Tafel benutzt wird. 

In der nachstehenden Tabelle ist die einmalige Auflösung 
aller Dreiecke ausgeführt. Die Winkel, die in den einzelnen 
Dreiecken nach ihren Scheiteln bezeichnet sind, wurden als 
Differenzen der ausgeglichenen Richtungen gebildet, femer war 
aus der Basismessung die Seite CD = 741,873 m bekannt. 



1. A: CBG 


log CD 

logV8in<y 
log sinC 
log flinZ) 


2,870330 

0,196768 
9,925674 
9,996847 


2. A: BGE 


logDG^ 

logysin f: 

log sinD 
log sinG^ 


2,992772 

0,118417 
9,994867 
9,879161 


G 
C 
B 


/ // 

39 28 11,0 
57 26 35,7 
83 06 13,4 


K 
B 
G 


Q / // 

49 34 59,2 
81 12 29,0 
49 12 31,7 


log GB 
log GC 


2,992772 
3,063945 


log GE 3,106056 

log BE 2,990340 

1 


3. A: GEF 


logGE 

logysin i^' 
log sinG^ 
log sin^ 


1 

3,106056 

0,025282 
9,918832 
9,904115 


4. A: GFB 


log FG 

logysinD 
log sini'' 
log sinG^ 


3,035453 

0,196324 
9,760994 
9,984413 


F 
G 
E 


' " 

70 38 19,5 
56 03 01,1 
53 18 39,3 


B 
F 
G 


/ // 

39 31 04,7 

35 13 22,3 

106 15 32,8 


\ 


log EF 
log GF 


3,050170 
3,035453 


log GB 
log FB 


2,992771 
3,216190 


5. A: FGA 


logFG 

logysinJ. 
log siaF 
log sinG^ 


3,035463 

0,282003 
9,878085 
9,994063 


6. A: ABG 


log AG 


3,195641 

0,008636 
9,947203 
9,799542 


A 
F 
G 


' " 

31 29 34,5 
49 02 47,0 
99 27 38,6 


B 
A 
G 


' " 

78 36 42,1 
62 19 00,1 
39 04 18,0 


logysin^ 
log aiüA 
log BinG 


log AG 
log AF 


8,195641 
3,311509 


logBG 
logBA 


3,151380 
3,003719 


7. A: GBC 


log BG 

logysin C 
log BinG 
log BinB 

log CB 
log CG 


3,161380 

0,067608 
9,988262 
9,844956 




C 
G 
B 


' " 

58 51 09,4 
76 44 19,6 
44 24 31,0 


3,207250 
3,063944 



Durch die Berechnung des vierten und des siebenten Drei- 
ecks werden, wie man sieht, die vorhergehenden Berechnungen 
bereits zum Teil geprüft. 
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§ 55. Abrisse und Eoordinatenberecluinng. 

Das Koordinatensystem kann zwar willkürlich angenommen 
werden, doch ist es bei Dreiecksnetzen üblich, die positive Rich- 
tung der Abszissenachse in die Nordrichtung zu legen. Wenn 
astronomische Messungen nicht vorliegen, so kann die Magnet- 
nadel unter Berücksichtigung der Deklination zur Orientierung 
des Netzes benutzt werden. Der Nullpunkt wird häufig so an- 
genommen, daß alle Abszissen und Ordinaten der Dreiecks- 
punkte positiv werden. Die Koordinatenberechnung ist bereits 
in § 41 genügend erläutert worden. Auch in Dreiecksnetzen 
wird man der Rechenproben wegen geschlossene Polygone oder 
Polygonzüge mit gegebenem Anfangs- und Endpunkt durch- 
rechnen. In dem vorliegenden Beispiel ist aus astronomischen 
Messungen der Richtungswinkel der Dreiecksseite DG bekannt, 
es ist (D,C) = 720 51' 12,8". Um die Richtungswinkel aller 
Dreiecksseiten zu erhalten, ist für jeden Punkt ein Abriß auf- 
zustellen. Im nachstehenden sind die Abrisse für vier Punkte 
gegeben, aus denen jedoch alle Richtungswinkel hervorgehen, 
die Abrisse der übrigen Stationen würden als Rechenproben zu 
verwerten sein. 

In die zweite Spalte wird zunächst der gegebene Rich- 
tungswinkel eingetragen und durch Unterstreichen kenntlich ge- 
macht; die dritte Spalte enthält die ausgeglichenen Richtungen 
w von S. 120, in der vierten Spalte wird aus dem gegebenen 
Richtungswinkel und der entsprechenden Richtung die Orien- 
tierungskonstante (p — w gebildet. Diese gibt zu den übrigen 
Richtungen addiert die Richtungswinkel, die in die zweite Spalte 
eingetragen werden. Die letzte Spalte enthält die Logarithmen 
der Entfernungen, entnommen von S. 121. 



Dreieckspunkt D. 



p 


9 

268 82 20,4 

310 13 44,7 

349 44 49,4 

72 61 02,8 


w 


/ // 

268 32 20,4 


logs 


K 
F 
G 
C 


/ // 

00 00,0 

41 41 24,3 

81 12 29,0 

164 18 42,4 


2,990340 
3,216190 
2,992772 
2,870880 



§ 66. Abrisse and Eoordinatenberechnung. 
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Dreieckspunkt G. 



p 


9 


w 


qp — W 


log 5 


A 
B 
C 
D 

E 
F 


' " 

14 28 00,8 

53 32 18,8 

180 16 38,4 

169 44 49,4 


' " 

00 00,0 

39 04 18,0 

115 48 37,6 

155 16 48,6 

204 29 20,3 
260 32 21,4 


/ // 

14 28 00,8 


3,195541 
3,151880 
3,063945 
2,992772 

3,106056 
3,035463 


218 57 21,1 
275 00 22,2 



Dreieckspunkt B. 



p 

c 

G 
A 


9 

• 


w 


(f — w 


log« 


189 07 47,8 
233 32 18,8 


' /' 

00 00,0 
44 24 31,0 

123 Ol 13,1 


' " 

189 07 47,8 


3,207260 
3,151380 

3,003719 


312 09 00,9 



Dreieckspunkt F. 



p 


9 


w 


(p—W 


log 8 


A 
G 

B 
E 


' " 

45 67 35,2 
95 00 22,2 


Q / tf 

00 00,0 
49 02 47,0 

84 16 09,3 
119 41 06,6 


Q / tf 

46 57 35,2 


3,311509 
3,035453 

3,216190 
3,050170 


130 13 44,6 
166 38 41,7 



Für den Punkt G wurden die Koordinaten «/ = + 10000,000 m, 
0? = + 10000,000 m angenommen. Die Koordinatenberechnung er- 
folgte hierauf mit sechsstelligen Logarithmen nach dem Schema 
von S. 96/97, in dem jedoch die Spalten: Brechungswinkel, Entfer- 
nung, s sin cp und s cos 9 wegfallen konnten. Es wurde zunächst 
das geschlossene Polygon GABCDG berechnet, und hierauf der 
Zug DEFA an die beiden Punkte D und A angeschlossen. 

Als Resultat der Triangulation sind nachstehend die Ko- 
ordinaten der Dreieckspunkte zusammengestellt worden: 



p 


y 


X 


A 


+ 10391,896 


+ 11518,965 


B 


+ 11139,660 


+ 10842,117 


C 


+ 10883,945 


-- 9250,960 


B 


+ 10175,056 


-- 9032,210 


E 


+ 9197,372 


-- 9007,274 


F 


+ 8919,081 


-f- 10094,684 


G 


-j- 10000,000 


+ 10000,000 




124 7. Kapitel. Trigonometrische Pnnktbestimmung. 

§ 56. Das Yorwärtsabschiieideii. 

Die Punkte des Dreiecksnetzes werden, da die Dreiecke so 
groß als möglich gewählt werden sollen, für den Anschluß des 
Polygonnetzes nicht ausreichen. Die Bestimmung weiterer 
Punkte erfolgt durch trigonometrische Einschaltung. 

Das Vorwcbisähschneiden, Sind in Fig. 90 die Richtungs- 
winkel g)^ == (Ä, F) und 9?^ = {ß, P) von den beiden gegebenen 
Punkten A und B nach einem Neupunkt P bekannt, so ist die 
.^^ Lage des Punktes P bestimmt. Zur 

Ermittlungderbeiden Richtungswinkel 
werden auf den Festpunkten A und B 
h^f^^^-f^ Richtungsmessungen nach einem oder 
-""' / mehreren Festpunkten und nach dem 

/ Neupunkt ausgeführt, und aus den Ko- 

/ ordinaten für alle nach Festpunkten 

"^^v, ß^ gemessenen Richtungen die Rieh tungs- 

^ winkel, außerdem noch die Entfernung 

Fig. 90. AB nach (1) und (4) § 43 S. 98/99 

berechnet. Hierauf werden zwei Ab- 
risse für die Punkte A und B aufgestellt, aus denen sich die 
Richtungswinkel {A,P) und (B,P) ergeben. Das unten stehende 
Beispiel wird diese Berechnung näher erläutern. 

Zur Auflösung des Dreiecks ABB sind noch die Winkel 

(1) a^(Ä,B)-(Ä,P) und ß = {B,P)-{B,Ä) 
ZU ermitteln. Alsdann erhält man 

(2) AP^AB . 7^^, BP^AB . f^^ ^, 

^ ^ sin (a + /?) sin (a + /J) 

und nach S. 93 wird 

y,-^y, + AP^m{A,P) ^^^^ y^^y, + BP sin {B,P) 
x^^x^+APco9(A,P) ^^ Xp=:Xf, + BP cos (B,P), 

womit die Berechnung geprüft ist. 

Beispiel: Zur Bestimmung des Punktes H (Fig. 91) wurden 
auf den Punkten E und F des Dreiecksnetzes von S. 111 die 
folgenden Richtungen gemessen: 



§ 56. Das Yorwärtsabschneideii. 
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Standpunkt E. 

Ziel: F 0« 00' 00" 
S 33 47 15 
D 102 53 30 



::m2) 



Standpunkt F. 

Ziel: A 0« 00' 00" 
G 49 02 45 
D 84 16 00 
H 88 12 30 
E 119 41 30. 

Die Berechnung der Richtungs- 
winkel und der Entfernung EF 

ist in diesem Falle nicht erforderlich, da die Abrisse S. 122/123 
alles Notwendige enthalten. Aus ihnen entnehmen wir für die 
beiden nachstehenden Abrisse die unterstrichenen Richtungs- 
winkel q). 

Standpunkt E. 




ß)A 



'-@G 



p 


9 


w 


g? — w 


F 

H 
JD 


' " 

345 38 42 

19 26 Ol 
88 32 20 


' " 

00 00 

33 47 15 
102 53 20 


' " 

345 38 42 
345 38 50 



[??Il!i = 345 38'46 
2 



Standpunkt F. 



p 


9 


w 


===== 
tp — w 




' '^ . 


/ // 


' " 


A 


45 57 35 


00 00 


45 57 35 


G 


95 00 22 


49 02 45 


45 57 37 


D 


130 13 44 


84 16 00 


45 57 44 


H 


134 10 02 


88 12 30 




E 


165 38 42 


119 41 30 


45 57 12 



[<3P— W7j 



= 45 <» 57' 32' 



Da für die Orientierungskonstante tp — w zwei bzw. vier 
Werte gefunden werden, so sind hieraus Mittelwerte zu bilden, 
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mit denen (jB, S) und {F^ H) berechnet werden. Endlich ent- 
nehmen wir noch von S. 123 log EF=- 3,050170, und können 
nun die folgende Berechnung ausführen: 



(E,F) 



19» 26' Ol" 
345 38 42 



(F,H) 



165« 38' 42 
134 10 02 



/f 



a 



33 47 19 

a + /3 = 65« 15' 59 



ß = 31 28 40 



log J5;ii'= 3,050170 

logVsin (a + /3) = 0,041788 

log sin ß = 9,717810 

log EH == 2,809768 

log sin {E, E) = 9,522072 
log EH == 2,809768 

log EH sin {E, S) = 2,331840 

EHsay{E,S) = + 214,704 
y, = + 9197,372 



log EF = 3,050170 

logVsin (a + /3) = 0,041788 

log sin a = 9,745177 

log jPä'^2,837135 

log cos {E, H) = 9,974524 
log EH= 2,809768 



y» 



= + 9412,076 



log sm{F,H) =9,855707 
log FH = 2,837135 

log FE sin {F, H) = 2,692842 

FH sin (F, ST) = + 492,994 
y^ = + 8919,081 . 



log EH cos (E, H) = 2,784292 

EHcoa(E,H)'='+ 608,544 
x^ = + 9007,274 

ij "=^9615,818 

log cos (2?; IT) =9,843080, 
log FH =2,837135 



log FH cos (F, S) = 2,680215, 

FH cos {F, H) 478,867 

Xf = + 10094,684 



X, 



= + 9615,817. 



y^ = + 9412,075 

Es sind demnach die Koordinaten des Punktes H 
y = + 9412,075 m a; = + 9615,817 m. 

§ 57. Die Genauigkeit des Torwärtsabschneidens. 

Unter der Annahme, daß der mittlere Fehler der Winkel- 
messung bekannt ist, können wir den mittleren Fehler des 
Neupunktes ermitteln. Wir beschränken uns dabei jedoch auf 
den einfachen Fall, daß auf den beiden Festpunkten außer der 
Richtung nach dem Nenpunkt nur noch eine Richtung nach 
einem Festpunkt, also auf jedem Punkt nur ein Winkel ge- 
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'messen ist. Bezeichnen wir die beiden Winkel mit l^ und Zj, 
so ist (Fig. 90) 

Ferner ergibt die Differentiation von (1), (2) und (3) §56 

S. 124 

da = — dl^ dß = öf?2; 

dÄP = AB ^^ ^" "^ ^^ ^^^ P ~ sin p C08 (oc + P) ^^ 

sin* (a + ft ^ 

+ AB . /.^'^ , a\ cos (a + /J) dL 

' sin* (a -}- P) 

= AB . /"^ ", .g, dL + AB . ^^ , ^ cos (a + ß) dl, 

und 

dy = sin (^, P)d^P + AP cos (^,P) dZ^ 

_ Äj^ sin ( JL, P) Bin a ,, i / j t? si^^ (^» ^ co s {cc + (?) sin ß 
"" ^^ sin« (a + ß) ^^8 "^ l^^ sin« (a + ft 

+ ^Pcos(^,P))dZi. 
Ebenso wird 

da; = cos (A, P)dAP- AP sin (^, P) d^i 

_ . P cos (JL, P) sin g ,, i / j t? cos {Ä, P) sin (J cos (a + ß) 
- ^^ sin« (a + ß) ^^2 + l^^ 'Bii?F+"^y~~~' 

-^Psin(^,P))dZi. 
In einfacher Bezeichnung ist also 

dy = adl^ + hdl^ 
dx = cdl^ + ddlj^ . 

Nehmen wir an, daß l^ und Zg mit derselben Genauigkeit 
gemessen sind, und ist fi der mittlere Fehler dieser Messungen, 
so ist nach (3) § 10 S. 26 und (2) § 15 S. 37 

]\P^(a^ + b^ + c^ + d^)liK 

Nach Einsetzen der Werte für die Koeffizienten a, 6, c und d 
erhält man 

\ sm* (a + (?) ' sin* (a + (?) ' / ^ 

Da ^P = AB - — 7 — r-^c ist, so finden wir nach fferincer Re- 

sm (a + (?) ' " ^^ 

duktion, indem wir zugleich fi in Bogensekunden einführen 
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sin* {cc + ß) Qh' 

wofür wir auch setzen können 



^^ sin« (a + p) Q^ 

Indem wir diese Gleichung auf das S. 124 — 126 berechnete 
Beispiel anwenden, nehmen wir der Einfachheit wegen an, es 
sei auf E und F nur je ein Winkel mit dem mittleren Fehler 
ft = ± 20" gemessen worden. 

Nach S. 126 ist 

' i;ir= 645,3 m 

JF^r- 687,3 m 

a + /3 = 65« 16'. 

Hiermit gibt die Gl. (1) 

M=± 0,101 m. 

§ 58. Bas Seitwärtsabschneiden. 

Die Punktbestimmung durch Seitwärtsabschneiden erfordert 
ebenfalls zwei Festpunkte A und JB; die Winkelmessung findet 

jedoch nur auf einem derselben z. B. 
>. ^ Ti A und auf dem Neupunkt P statt. 

Auf letzterem ist nur ein Winkel y 

(Fig. 92) zu messen, während auf 

ersterem Richtungen wie beim Vor- 

; wärtsabschneiden gemessen werden. 

^''^'""' '^n ^^^^ ^^^ Berechnung schließt sich 
j,. g2 eng an die der vorigen Methode an. 

Mit Hilfe eines Abrisses ermittelt 
man den Richtungswinkel {A,F)y und da 

(P,-1) = (^,P) + 180« 
ist, so ist auch 

(1) (B,F) = (P,B) ± 1800 == (^,p) _ y . 

Aus den Koordinaten von A und B bzw. aus den Abrissen 
der Haupttriangulation ist noch der Richtungswinkel (A^B) und 
die Entfernung AB bekannt, so daß wie vorher der Winkel a 
und die Entfernungen AP und BP berechnet werden können. 
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Es ist 
(2) a = {A,B)-(Ä,P) ß^(B,P)-(B,Ä) 



(3) aP^äB^^-^^> BP = ÄB'Ä 



sin a 



sin y sm y 

Endlich ist 

y^ = y,-^ÄP8m{Ä,P) y^ = y, + BP sin (B^P) 

<4) und ^ 

x^ = x^+ÄP cos(^,P) x^==x, + BP cos {B,P). 

Um eine ähnliche Genauigkeitsuntersuchung ausführen zu 
können, wie in § 57, nehmen wir wieder den einfachsten Fall 
an, in dem auf Ä und P nur je ein Winkel l^ und Zg gemessen 
ist. Der mittlere Fehler der Winkelmessung sei ft. Durch 
Differentiation der Gl. (1) — (4) finden wir 

^'' d BP =ÄB^.— dl- AB^ cos ydL 

sin y ^ sm^ y i 9 

und 

dy == sin (B, P)dBP + BP cos {B, P) d {B, P) 

^ ^ dx ^ cos(B,P) dBP - BP s\n{B,P) d{B,P) . 

Wird (5) in (6) eingesetzt, so erhalten wir 

dy^[ÄBsin {B, P) ^ ^ + £P cos {B, P) ) d\ 

-[ABsia. {B, P) ^^ cos y + BP cos {B, P) [ dl 



3 



dx =[aB cos {B,P) ^ - BP sin (B, P)]dlj_ 

- j^Pcos (5,P) ^ cos y - BP sin (B,P))rf?s . 

Nach der Fehlerhäufungsregel ist dann entsprechend dem 
Vorgang auf S. 127 

(7) ]iP^{Ä& ^1^ + AB' ?^ cos^ y + 2^Plal 

^ ^ l sm* 7 ' Bin* y ' j " 

Führen wir 

BP^ÄB^^'' 



sin y 

ein, so geht (7) über in 



Jf^ -U^ -4- + ÄB^ '4^ cos^ y + ÄB^ '^^ sin« y|^^ 

{ sin* y ' sm* y '^ ' sin* y ' J '^ 

Eggert, Gheodäflie. 9 
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oder 

ilf« =|Z]B« -.-V + 3B^ "^1^*. 

l am* 7 ' sm* y J *^ 

Das zweite Glied des Klammerausdrucks ist aber trleich . ^ » 

® sm'' y ' 

also ist 

(8) w ^'^^-^^f^ (,K 

Wir ziehen zum Vergleich noch einmal die Gl. (1) von 
S. 128 hei-an, und haben somit für 



Vorwärtsabschneiden JiP = ^ u^ , 

sm* y ' 

Seitwärtsabschneiden Jüf* = ^ a^ , 

sin* y ^ ^ 

wobei in der ersten Formel sin (a + ß) durch sin y ersetzt ist. 
Die beiden Ausdrücke unterscheiden sich lediglich durch das 
erste Glied des Zählers. Man sieht hieraus, daß die Methode 
des Vorwärtsabschneidens nur dann genauer ist, wenn AB'^ÄP 
ist, während im andern Falle die Methode des Seitwärts- 
abschneidens vorzuziehen ist. 

Die vorstehenden einfachen Fehlerformeln sind zuerst von 
Jordan im Jahre 1871 aufgestellt worden. Die ersten Unter- 
suchungen über die Genauigkeit der Punktbestimmung rühren 
von Bra/vais (1846) her; unabhängig von diesen und späteren 
Arbeiten ist von Ändrae (1858) und Hdmert (1868) der Gegen- 
stand eingehend behandelt und für spezielle geodätische Auf- 
gaben nutzbar gemacht worden. 

§ 59. Bas Bfickwärtseiusclmeiden (Lösung Yon Gollins). 

Sind drei Festpunkte Ay B und C gegeben und werden 
auf einem Neupunkte P die beiden Winkel cc und ß (Fig. 93} 
gemessen^ so ist die Lage des Punktes P bestimmt. Diese 
Aufgabe führt mit Unrecht den Namen Pofhenots Problem^ 
sie war schon Hijoparch bekannt und wurde geodätisch von 
SneUnis im Jahre 1617 zum erstenmal angewendet und auch 
numerisch gelöst. Diese Lösung schließt sich an die nächst- 
liegende geometrische Konstruktion an; Pothenot hat dieselbe 
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M 







p"-- --' 



Fig. 93. 
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f!Z.-i 




/ 



*.B 



Lösung im Jahre 1692 erneuert. 
Mit Hilfe der gemessenen Winkel a 
und /3 (Fig. 93) kann man zwei 
Kreise konstruieren, die diese A.^'^ 
Winkel als Peripheriewinkel ent- 
halten und durch die Punkte A 
und bzw. C und B gehen; der 
Schnittpunkt beider Kreise ist 
der gesuchte Punkt P. Es zeigt 

sich, daß die Lösung unbestimmt wird, wenn alle vier Punkte 
auf einem Kreise, dem gefährlichen Kreise liegen. 

Eine zweite Konstruktion, die von Collins (1671) gegeben 
wurde, benutzt einen Hilfspunkt Q (Fig. 94), den Schnittpunkt 
der Linie PC mit einem um Aj B und 
P beschriebenen Kreise. Man sieht, daß 
die beiden gemessenen Winkel a und ß 
auch bei A und B auftreten, und daß 
man demnach von AB ausgehend den 
Punkt Q konstruieren kann. Ist Q ge- 
funden, so gibt die Gerade QC bereits 
einen geometrischen Ort für den Punkt P, 
der dann mit Hilfe eines der beiden 
Winkel a oder ß gefunden werden kann. 

Diese Konstruktion kann auch trigonometrisch verfolgt 
werden, und führt zu einer einfachen numerischen Lösung der 
Aufgabe. Nach Auflösung des Dreiecks ABQ berechnet man 
die Koordinaten von Q und aus diesen 

und den Koordinaten von C den Rieh- ,--" "JT 

tungswinkel {QyO), Dieser ist aber mit 

dem Richtungswinkel {C,P) identisch, 

und es ist die Aufgabe nun auf die des q^^-— ^o^ — I ^' 

Seitwärtsabschneidens zurückgeführt. 

Beispiel: In dem Dreiecksnetz S. 111 \ """^^i// 

ist ein Punkt J durch Rückwärtsein- ""-- ^^-^ 

schneiden nach den drei Punkten (7, G Fig. 95. 

und B (Fig. 95) bestimmt worden. Es 

wurden die Winkel CJG = a und GJB = ß mit folgendem 

Resultat gemessen 

9* 






/ 
/ 

i 
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a = 730 24' 38" 
/3 = 94 49 16 . 

Aus den Abrissen von S. 123 entnehmen wir 



(B, C) = 189» 07' 48 
(G,B)= 53 32 19 
(G,C)=130 16 38 



log BC = 3,207250 
log 6?5= 3,151380 
log GC= 3,063945. 



Zur Auflösung des Dreiecks CBQ und zur Bestimmung 
der Koordinaten des Punktes Q ergibt sich die folgende Be- 
rechnunsr: 



log 50 = 3,207250 

log sin u = 9,981536 

logV sin (a + ß) = 0,690465 

rogC'^ = 3,879251 



log BC = 3,207250 

log sin ß = 9,998461 

log V sin (a + /3) = 0,690465 

log BQ = 3,896176 



iCB) 
ß 



9" 07' 48 
94 49 16 



(B, C) = 189« 07' 48 
« = 73 24 38 



/f 



(C, Q) = 274» 18' 32" {B, Q) = 262» 82' 26" 



log sin (C, Q) 

log CQ 

log cos (C, Q) 



9,988771„ 
3,879251 

8,875833 



log sin (B, Q) 

logBQ 

log cos {B, Q) 



9,996309. 
3,896176 
9,113356. 



log CQ sin (C, Q) = 3,878022, 
log 0^ cos (C, Q) = 2,755084 

CQsm{C,Q) = - 7551,300 
y^ = + 10883,945 



log BQ sin {B, Q) 
log BQ cos {B, Q) 



3,892485, 
3,009532, 



y. 



= + 3332,645 



CQc.os{C,Q) = + 568,963 
X, = + 9250,960 
i~ = + 9819,923 



J?<2 sin {B, Q) 

Vi, 

Vi 

B Q cos (B,Q) 
x^ 



- 7807,017 
+ 11139,660 



= + 3332,643 

1022,191 

= + 10842,117 

="+ 9819,926 



Mit den Mittelwerten von y^ und x^ wird der Richtungs- 
winkel {Q, G) nach (1) § 43 S. 98 berechnet 



y, = + 3332,644 
y^ = + 10000,000 



y„ - y» = + 6667,356 



a;,-+ 9819,924 
a;^ = + 10000,000 

180,076 



X — a; = + 
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log(y,-y,)= 3,823954 
log (a;^ - a;,) = 2,256455 





(ö, C) = 


130» 


16' 


38" 




{G,J)- 


88 


27 


10 




{G,B) = 


53 


32 


19 


(Ö,J) 


y = 


41 


49 


28 




s - 


34 


54 


51 



logtang(^,(?)= 1,568499 
((2,G)=88«27'10" 



Hiermit sind die Dreiecke BGJ und CQJ aufzulösen. 

log BG = 3,151380 log GC = 3,063945 

log sin (/J + tf) = 9,885930 log sin (cc + y)^ 9,956441 

logVsin ß ^ 0,001539 __JogVsina = 0,018464 

log G^e7^= 3,038849 log GJ == 3,038850 

Es folgt endlich die Berechnung der Koordinaten von J: 

log sin (G, J) == 9,999842 log cos {G, J) = 8,431377 

log GJ^ 3,038850 log GJ^ 3,038850 



log GJ sin {G,J) = 3,038692 log (? Jcos {G,J) -= 1,470227 

GJÄn{G,J)^+ 1093,180 GJcos (&, J) « + 29,528 

y^ «= + 10000,000 x^ = + 10000,000 

y, ;=" + 11093,180 ~J^ =^T0029,"528 



§ 60. Bas Bfickwärtseinsclmeideii (Lösung yon Burckhardt). 

Eine weitere analytische Lösung, die jetzt am meisten an- 
gewendet wird, rührt von Barckhwrdt (1801) her. 

Aus den Koordinaten der drei gegebenen Punkte sind die 
Strecken a und h (Fig. 96), sowie deren Richtungswinkel be- 
kannt, so daß auch der Winkel y 
bestimmt werden kann. Zur Auf- 

lösang der Dreiecke APC und f'fj 

£PC haben wir zunächst % / / 

y i 

Femer ist 



/ 



f 



s 






Sin a sm p 

oder 

sin tp b sin a 



sin ^ a sin ß' Fig. 96. 
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Zur Einführung des Hilfswinkels A setzen wir 

h sin a . - 

— ; — 5 == cotanff A 

a am p ® 

und erhalten hiermit 

8iny+8ini/> _ 1 + tang X _ .^^o , ;^>| 

sin (p — sin 1^ 1 — tang X ^ ^ ~ / • 

Dies geht nach Umformung der linken Seite über in 
(2) cotang ^-^ = cotang ^-^ tang (45« + X) . 

Hieraus und aus Gl. (1) können tp und ^ ermittelt werden, wo- 
durch die Aufgabe wieder auf die des Seitwärtsabschneidens 
zurückgeführt ist. 

Wir rechnen nach den vorstehenden Formeln das Beispiel 
von S. 131 — 133 noch einmal durch. 

(G, C) = 130« 16' 38" log h == 3,151380 

{G,B) = 53 32 19" logVa = 6,936055 

logVsin ß « 0,001539 
log sin a = 9,981536 



y 


= 76» 44' 19" 


a 


- 73 24 38 


ß 


- 94 49 16 



log cotang A = 0,070510 
X =40» 22' 09 



// 



u + ß + y^ 244» 58' 13" 
<p + t =115 Ol 47 45« + A =85 2209 

^4^ = 57 30 54 

log cotang ?-±^ = 9,803937 
log tang (45» + A) = 1,091516 



log cotang ^-^ = 0,895453 

•^ ^ = 7» 15' 00" 
?4'^^ = 57 30 54 



9 = 64» 45' 54" 
V = 50 15 54 . 

Zum Vergleich mit der ersten Lösung berechnen wir noch 
die in Fig. 95 vorkommenden Winkel y und d. Es ist 

y = 180» - (« + 9) = 41» 49' 28" 
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und 

d = 180<> - (/S + ^) = 340 54' 50", ' 

was genügend mit den Ergebnissen von S. 133 übereinstimmt. 
Die Auflösung der Dreiecke BGJ und CGJ erfolgt in der- 
selben Weise wie früher. Ebenso ist auch dieselbe Koordinaten- 
berechnung auszuführen^ nachdem man den Richtungswinkel 

(G, J) = (6?, (7) + (9 + «) oder {a,J)'=iG,B)-(t + ß) 
berechnet hat. 

§ 61. Fehlertheorie des Sückwärtseinschneidens. 

Um die Genauigkeit der Punktbestimmung durch Rück- 
wärtseinschneiden festzustellen, müßte map entsprechend den 
Entwicklungen in § 57 und § 58 zwei Gleichungen von der 
Form 

^ ^ dx^ F^da + F^dß 

aufstellen, in denen die Größen F von der gegenseitigen Lage 
der vier Punkte abhängen. Nach der Fehlerhäufiingsregel wäre 
dann 

Da der bisher eingeschlagene Weg hier nicht zum Ziele 
führt, so suchen wir die Gleichungen (1) auf andere Weise zu 
finden. Zunächst kehren wir die Auf- jß^ 

gäbe um und ermitteln die Inde- 
rungen der Winkel a und /3, die aus 
einer unendlich kleinen Verschiebung ^\ 

des Punktes P hervorgehen. Bezeich- \ 

nen wir den Richtungswinkel der C^. \ 

Strecke s^ mit (p^ (Fig. 97), so ist ""^--^ 

nach (1) § 43 S. 98 ^ ^^.--^ 

*^^g 9^1 - f-ir^ • Fig. 97. 

a 

Durch Differentiation erhalten wir hieraus 

1 y — y 1 

^9^1 - r^^zr:;^ ^^ - :;r— -^ dy 



COs'qPi ^^ (X — X)* X — X 
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oder 

(2) d9, ^'J^dx-^^ dy. 

Die entsprechenden Gleichungen gelten für dq)^ und dq>^y 

und da 

da = d(p2 — d(pi und dß = d(p^ — dg)^ 

ist, so wird 

da = /«^^ _ «AfA da; - (^5*-^ - '-"^Adv 

Setzen wir == r^, — = r^ und — = ^3, so gehen die vor- 



«1 "' «2 • «8 



stehenden Gleichungen über in 

da = (rg sin g)^ — r^ sin (p^) dx — (r, cos g)^ — r^ cos 9?i) dy 
dß « (r3 sin tp^ — r^ sin q)^) dx — (r^ cos 9^3 — r^ cos qp^) dy . 

Um hieraus da; und dy zu «ermittehi, finden wir zunächst die 
Determinante 

iV = — (rg sin tp^ — r^ sin (p^) (r^ cos 923 "~ ^9 ^^s qpg) 

+ (rg sin 9?3 — r^ sin g)^) (r^ cos y^ — r^ cos 9?i) 

oder wenn berücksichtigt wird, daß 

qpj — ^i^' ß ^iid g)g — ^j == a ist, 

(4) N = rg/j sin jS -f r^rg sin a — r^r'^ sin («4-/3). 

Dieser Ausdruck läßt eine einfache 
, ^^^^^■""""f's geometrische Deutung zu. Ersetzen wir 

\^-^^^ / \n=4; in Fig. 97 die drei Strecken s^^s^ und 5, 



■->'. 



»/i:v 






durch r^y r^ und r^, so entsteht ein 
\ / ^"^hl^S^P Dreieck^'^C'(Fig. 98), dessen doppel- 
et/-' ^"ir^, ter Flächeninhalt A durch die vorstehende 

A! 

j,. ^^ Gleichung (4) dargestellt wird. Es ist 

Femer erhalten wir aus (3) 

dx^^(— (rj cos 9?3 ~ ^2 cos g)^) da + (r2 cos 92 — ^1 cos^j) d/3 j 

dy = ^ (-- (^3 sin 9^3 — ^2 sin 9^2) ^a + (^2 sm g?2 — ^1 sm^j) d/3 j . 
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Dies sind die gesuchten Gleichungen (1) von S. 135, aus 
denen wir erhalten 

^' = J^l^ + 2^i + ^3 - ^r,r, cos (y^ - ip,) 

-"2rir2C0s(92-9i)jfiS 

oder wenn wir 

AG=^m^ und SC^m^ 
setzen 

(6) M^ = ??li!^ (,\ 

Der Ausdruck für M^ hängt somit lediglich von der Gestalt 
und Größe des Dreiecks AB'C ab, und nicht von der Lage 
des Punktes P in bezug auf dieses Dreieck. Jede neue Lage 
des Punktes P gibt, wenn wir das Dreieck AB'C unverändert 
lassen, eine neue Lage der Punkte ABCy für die dasselbe 
M gut. 

Es kann hierbei auch einer der drei Strahlen 5^, Sg und Sg 
unendlich groß werden ohne daß M beeinflußt wird. Nehmen 
wir z. B. an, es liege der Festpunkt C in beliebiger Richtung 
unendlich fern von P, so ist r^ =» und es fällt in Fig. 98 
C mit P zusammen. Infolgedessen wird 

also auch 

^ rjf| sin* {a + ß)^ sin* (a + ft ^ 

oder 

^'>' ^ 8in*(a + ft^- 

Dies stimmt mit (1) § 57 S. 128 überein. Es ist also das Rück- 
wärtseinschneiden eines Punktes nach zwei Festpunkten in end- 
licher und einem dritten in imendlicher Entfernung gleichwertig 
mit dem Vorwärtsabschneiden desselben Punktes von den beiden 
ersteren Festpunkten aus. 

Die Gl. (7) lehrt, daß es keineswegs gleichgültig ist, welche 
beiden Winkel gemessen werden. Die Auswahl ist so zu treffen, 
daß ml + ml möglichst klein sind. 

Dies führt zu der Frage, ob durch Messung der drei Eich- 
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tungen statt zweier Winkel eine andere Genauigkeit erzielt wird. 
Die Untersuchung kann an das Vorhergehende leicht angeknüpft 
werden. Sind die drei Richtungen l^, l^ und {3 und ist o der 
B/ichtungswinkel der Nullrichtung^ so ist 

(8 g)g = CO + Zg 

9)3 = O + Zg . 

Durch Änderung von x und y wird auch cd einen anderen 
Wert erhalten, den wir mit cd + dc3 bezeichnen. Es ist dann 
nach (2) 

(9) dl^ = — d(D + dg?i = — d(ö H — dx — —^^ dy, 

oder wenn wir wieder die Reziproken r^, r^ und r^ einführen 

dl^ = — d(o + r^ sin q>^dx — r^ cos (p^dy 

(1 rfZg = — dßJ + ^s sin ygrfa; — rj cos 9?2^2/ 

rfZg = — d(o + rj sin q)^dx — r3 cos tp^dy . 

Hieraus erhalten wir 

rfZg — dZg = (rg sin 9^3 — r^ sin g^j) öfa^ — (r^ cos qpg — r^ cos 9),) rfy. 

Da die rechten Seiten mit denen der Gl. (3) übereinstimmen 
so ist auch die Determinante 

Entsprechend dem Früheren erhalten wir nach geringer 
Umformung 

dx=^ j^\ (r^ cos 9?3 — r^ cos ^g) ^\ + (^1 cos (p^ — r^ cos 93) dl^ 

+ (r^ cos 9?2 — rj cos ^J dZ, } 

(12) 1 . 

dy « ;^ I (^3 sin, 9?3 — rg sm q)^ dl^ + (r^ sm (p^ — r^ sin tp^ dl^ 

+ (rg sin 92 — n sin 9?i) dl^ } . 

Bezeichnet fi^ den mittleren Fehler einer Richtungsmessung, 
so ist 

^* = ^{2W + r| + r2) - 2r2r3 cos {q>^-q>^ - ^r^r^(^os((p^-<p^) 

- 2ri ^2 cos (9?2-9>i))f*? 
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oder mit den früheren Bezeichnungen 

(13) M' = «'\+^l+ml ^, 

Da ftj =^ Y ist» so können wir die 61. (13) auch schreiben 

(14) Jif» = ''l+^_+^^«, 

um sie mit dem Ausdruck (6) vergleichen zu können. 

Wir wenden das Vorstehende auf das berechnete Beispiel 

an und erhalten 

ri - 1,240 . 10-8 mi = 1,60 • 10-^ 

r^ = 0,914 . 10-» w, « 2,46 • 10-» 

rj = 1,229 . 10-8 ^^ _ 1 33 . jq-» . 

Ferner wird 

' A = 0,9717 . 10-«. 

Hiermit erhalten wir nach 61. (6) 



M^io»y^(,=.mS(, 



und für u =^ -^ — r, 

J(f=-j- 0,104 m. 

Wären statt der beiden Winkel die drei Richtungen mit der- 
selben Genauigkeit gemessen worden, so hätte man nach (14) 
«rhalten 

und für u == + ,, 

Jf=± 0,113 m. 

Es ist also bei dem vorliegenden Beispiel die Winkel- 
messtmg günstiger als die Richtungsmessung: 

§ 62. Aufgabe der beiden Punktpaare. 

Von den Methoden der gleichzeitigen trigonometrischen 
Einschaltung mehrerer Punkte findet die Aufgabe der beiden 
Punlitpaare oder das ^a^^ensche Problem am meisten Ver- 
wendung. Sind in Fig. 99 Ä und B zwei Festpunkte, C und 
D zwei Neupunkte, so werden zur Bestimmung der letzteren 
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die vier Winkel a, ß, y und 8, oder die entsprechenden sechs 
Richtungen gemessen. Die Fig. 99 zeigt, daß hierdurch die 
gegenseitige Lage der vier Punkte bestimmt ist. Nimmt man 

für DC einen beliebigen Wert an, so 
kann man alle Seiten der Figur, auch 
die Strecke AB berechnen. Das Ver- 
hältnis der gegebenen und der berech- 
neten Strecke AB gibt den Faktor an,, 
mit dem alle Längen zu multiplizieren 
sind, um ihre wirklichen Werte zu erhalten. 
Bei logarithmischer Rechnung geht der 
Faktor in eine Additionsgröße über. 
Eine einfache graphische Lösung der Aufgabe ist mit Hilfe 
zweier CoWiw^schen Punkte möglich. Der besseren Übersicht 
wegen ist in Fig. 100 eine andere Lage der Fest- und Neu- 
punkte angenommen. Zwei durch A und B gehende Kreise 

mit den Peripheriewinkebi 

\B^.-' -.^ « -|- j3 und y -\-d geben je einen 

* '^^ '" geometrischen Ort für die 

Punkte C und D. Werden an 
\^ AB einerseits die Winkel a 
und j8, andererseits die Winkel y 
und 8 angetragen, so werden 
die beiden Hilfspunkte Pund Q 
erhalten, deren Verbindungs- 
linie die beiden Bestimmungs- 
kreise in den gesuchten Punkten C und D schneidet. 

Wie beim Rückwärtseinschneiden, so läßt sich auch hier 
die vorstehende Konstruktion rechnerisch verfolgen, indem man 
nach dem Verfahren des Vorwärtsabschneidens die Koordinaten 
der Punkte P und Q berechnet und aus ihnen den Richtungs- 
winkel (P, Q) = {C, D) ermittelt. Hierdurch ist die Bestimmung- 
der Punkte C und D nach der Methode des Seit wärtsab Schneidens 
ermöglicht. 

Wir gehen nun zu der von Hansen gegebenen analytischen 
Lösung der Aufgabe über, die sich auch eng an die entsprechende 
Lösung des Rückwärtseinschneidens anschließt. 

Aus den Koordinaten der gegebenen Punkte ist der Rieh- 




Fig, 100. 
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tungswinkel (ÄjB) und die Strecke AB ^ c bekannt. Mit den 
Bezeichnungen der Fig. 99 ist dann 

d^a si° (ß + r + ^) _ j sin {a+J +_y). 
sin {y + d) sin 7 ' 

ferner ist 

b sin ip 
a sin 9? ' 

also haben wir 

sin \l) sin y sin (ß + 7 + ^) 

sin g? sin (y + d) sin (« + ß + y) ' 

Zur Einführung eines Hilfswinkels k setzen wir 
(1) ' tangA^ .,4^.y'^(^^+r+^ 



sin (y + d) sin (a + /? + y) ' 

woraus X berechnet werden kann. Entsprechend der Entwick- 
lung von S. 134 wird dann 

sin g? + sin T/> 1 + tang X 

sin qp — sin ip 1 — tang X 
oder 

tang ^^^ cotang ^-^^ = tang (45® + A) . 

(2) Da ^^"^ = 90« - ," ist, so erhalten wir 

(3) tang — 2~ ^ cotang ^ cotang (45® + A) . 

Ist hiernach (p und ^ berechnet, so kann die Auflösung der 
Dreiecke und die Koordinatenberechnung auf dem gewöhnlichen 
Wege erfolgen. 

Die Genauigkeit der Punktbestimmung nach Hatisens Pro- 
blem läßt sich am besten nach Fig. 100 erwägen, in der sie 
aus den verschiedenen Schnittwinkeln beurteilt werden kann. 



§ 63. Aufgabe der sechs bzw. acht Punkte. 

Einige weitere Methoden zur gleichzeitigen Bestimmung 
der gegenseitigen Lage mehrerer Punkte sollen hier nur an- 
gedeutet werden, da sie für genaue Punktbestimmung wenig 
Wert haben, wbhl aber bei flüchtigen Aufnahmen, z. B. auf 
Forschungsreisen Verwendung finden können. 

Die Aufgabe der sechs Punkte. Im Gelände seien drei Ziel- 
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punkte D, E und F (Fig. 101) bezeichnet und von drei an- 
deren beliebig zu wählenden Punkten A,, B und C sichtbar. 
Werden auf jedem der letzteren drei Punkte die Richtungs- 
winkel nach den Zielpunk- 
ten mit der Bussole ge- 
messen, so ist die ganze 
Figur ihrer Gestalt nach, 
und wenn eine beliebige 
Seite gemessen ist, auch 
ihrer Größe nach bestimmt. 
Diese, sowie die fol- 
gende Aufgabe ist zum 
erstenmal von J, H. Lam- 
bert behandelt worden. In 
seinen Beyträgen zum Ge- 
brauche der Mathe^natik 
(Berlin 1765 § 107 u. ff.) 
ist sowohl eine konstruk- 
tive als auch eine analy- 
tische Lösung der Aufgabe 
gegeben. 
Die Konstruktion läßt sich leicht mit Hilfe der Collins- 
sehen Hilfspunkte ausführen. 

jp^ Beschreiben wir um die 

beiden Standpunkte A und G 
(Fig. 102) und einen der Ziel- 
punkte, z. B. E, einen Kreis, 
so schneidet die Verbindungs- 
linie EB denselben in dem 
Hilfspunkte Q^, 

Für die Konstruktion 
nehmen wir die beiden Punkte 
A und C beliebig an und 
bilden aus den Differenzen 
der gemessenen Richtungs- 
winkel {AE), (BE) und (C JE) 
die beiden Winkel a und ß, die an J.C angelegt den Punkt Q^ be- 
stimmen. Aus den Richtungswinkeln (AD), {BD\ (CD) und (AF\ 
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{BF), (CF) ergeben sich zwei entsprechende Hilfspunkte Q^ und 
Qy, Sind die drei Hilfspunkte bekannt, so kann der Punkt B durch 
Rückwärtseinschneiden nach diesen drei Punkten bestimmt wer- 
den, da die beiden Winkel (p und ^ sich ebenfalls als Differenzen 
der Richtungswinkel (BD), (ßE) und {BF) ergeben. 

Mit dem Punkte B werden auch die Richtungen B—D, 
B — E und B — F bekannt, es ist somit auch die Nullrichtung 
der gemessenen Richtungswinkel sofort zu finden. Die Kon- 
struktion der Punkte D, E und F bietet dann keine weiteren 
Seh wieri gkei ten. 

Ohne auf die analytische Lösung der Aufgabe näher ein- 
zugehen, geben wir wenigstens den Schlußausdruck derselben 
an: Es ist mit den Bezeichnungen der Fig. 101 

cotang CS = i^fsin a sin d sin v cos /it -|- sin £ sin d sin /i cos'v 

— sin ß sin y sin v cos 9? — sin f sin y sin /i cos ^j 

wo N^ sin y sin ß sin v sin q) — sm y sin ^ sin /li sin ^ 

ist. Sobald der Winkel co bekannt ist, kann die ganze Figur 
leicht aufgelöst werden. 

Denselben Zwecken dient ^ — ^ — ^ ^-^-^ 

die Aufgabe der acht Punkte, ^f j / I 

Sind nach vier beliebigen Ziel- \ / / T 

punkten A, B, C, D von jedem \ / / ! 

der vier Standpunkte E, F, * ' '^ 

(t, H Richtungen bzw. Winkel 

gemessen, wie es in Fig. 103 

für den Punkt E angedeutet 

ist, so ist die Gestalt der gan- ~ pig. 103. 

zen Figur bestimmt. Von der 

durch Lambert (a. a. 0. § 270 u. flf.) gegebenen eleganten Lösung 

soll* nur das Resultat mitgeteilt werden. 

Für die Winkelmessungen auf dem Punkte E kann mit 
den Bezeichnungen der Fig. 103 die Gleichung 

I . i i. 1 j. / I N sin j3 cos (a + ö + y) 

q + s + l=^p cotang a + r cotang y-{ps + qr) — — gia^siny 

' ^^ ^ '^ sin a sm y 
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aufgestellt werden. Für jeden der drei anderen Beobachtungs- 
punkte erhält man ebenfalls eine solche Gleichung. Es lassen 
sich dann die vier Größen g + s + 1, r, ps + qr und qs — pr 
durch p ausdrücken, und wenn aus den so gefundenen vier 
Gleichungen die Größen q, r und s eliminiert werden, so bleibt 
eine quadratische Gleichung mit der einzigen Unbekannten p, 
die hieraus ermittelt werden kann. Die Lösung liefert mit p, q, r 
und s unmittelbar die Koordinaten der vier Zielpunkte in bezug 
auf J?(7 als Abszissenachse. 



k+x. 



% 64. Graphische Ausgleichung des Yorwärtsabschneidens. 

Böi den Methoden des Vorwärtsabschneidens und des Rück- 
wärtseinschneidens wird man, wenn es möglich ist, mehr Rich- 
tungen oder Winkel messen, als durchaus erforderlich sind, weil 
man hierdurch nicht nur eine erhöhte Sicherheit der Punkt- 
bestimmung erzielt, sondern auch ein Mittel, die Genauigkeit 
der Messungen zu beurteilen. 

Infolge der Messungsfehler wird eine Ausgleichung der ge- 
messenen Winkel bzw. Richtungen erforderlich, um die Wider- 
sprüche, die sich bei der Koordinatenberechnung zeigen, zu be- 
seitigen. Statt der numerischen Ausgleichung, die im 20. Kapitel 

behandelt ist, wenden wir 
zunächst eine graphische 
Ausgleichung an. 

Ein Neupunkt P sei 
von mehr als zwei Fest- 
punkten aus vorwärts ab- 
geschnitteu, so daß aus den 
Abrissen dieser Punkte die 
Richtungswinkel (p^ q>f^j q)^" 
bekannt sind. Denken wir 
uns die verschiedenen Strah- 
len aufgezeichnet, so werden 
sie sich infolge der Messungs- 
fehler nicht in einem Punkte 
schneiden, sondern eine 
fehlerzeigende Figur (in 
Fig. 104 ein Dreieck) bil- 
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den. Wir ermitteln auf irgend eine Weise, z. B. aus zwei be- 
liebigen Strahlen Näherungskoordinaten Xq und y^ eines Punktes 
Pq, der in der Nähe des endgültigen Punktes liegen wird. Es 
handelt sich nun darum^ die Lage des Punktes Pq in bezug auf 
die fehlerzeigende Figur zu kennen. Hierzu berechnen wir aus 
den Koordinaten die Richtungswinkel qp^, 9? * * • der Strahlen 
äPqj BPq usw., bilden die Differenzen 

*» = 9'? - 9» 

und erhalten mit Hilfe der Entfernungen s die Abstände h des 
Punktes Pq von den Seiten der fehlerzeigenden Figur nach den 
Gleichungen 

K = «a f 

K == ^b o" 

Mit den Größen h und den Richtungswinkeln (p kann man die 
fehlerzeigende Figur in großem Maßstabe (1:2 bis 1 : 10) kon- 
struieren. 

Die endgültige Lage des Punktes P kann innerhalb der 
fehlerzeigenden Figur nach Gutdünken gewählt werden, so daß 
seine Abstände von den Seiten der Figur möglichst klein sind. 
Es ist jedoch auch nicht schwer, denjenigen Punkt zu finden, 
den die numerische Ausgleichung gibt. Verbindet man den 
endgültigen Punkt P mit den Fiästpunkten, so werden die Rich- 
tungswinkel dieser Strahlen ein wenig von den ursprünglichen, 
aus den Beobachtui^en hervorgegangenen Richtimgswinkeln ab- 
weichen. Die Abweichungen bezeichnen wir als die Ver- 
besserungen X der Beobachtimgen. Die Methode der kleinsten 
Quadrate bezeichnet diejenige Lage des Punktes P als die 
günstigste, für die die Summe der Quadrate der Verbesserungen, 
multipliziert mit ihren Gewichten, ein Minimum wird. Die Ge- 
wichte der einzelnen Strahlen ergeben sich, wie die Theorie 
später zeigen wird, aus den Abrissen. Ist die Anzahl der auf 
einem Festpimkt gemessenen Richtungen gleich >^, so ist das 
Gewicht des im Abriß berechneten Richtungswinkels 

Eggert, Geodäsie. 10 
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g^ 



n 



n 



Es ist für die Auswahl des Punktes P bequem, die fehler- 
zeigende Figur nach dem Vorschlage von Hammer mit Hilfs- 
linien zu versehen, aus denen man für jede Lage des Punktes P 

die Größe aller X^g ablesen kann. Hierzu berechnet man 
außer den Größen A noch die Größen 



K = 



10 5^ 
10 3 



und zieht zu beiden Seiten der Strahlen der Fehlerfigur Paral- 
lelen im Abstände ha bzw. h^ usw. Diese Abstände entsprechen 

den Werten A^]/^ 

=- kW,' • • = 10", und 

man kann infolgedessen 

für jede Lage des Punktes 

^jß P die Werte der Größen 

lYg ablesen. Wird die 

Quadratsumme dieser 
Werte für mehrere Pimkte 
aufgestellt, so sieht man 
leicht, wo der Neupunkt 
anzunehmen ist, damit 
die Quadratsumme ein 
Minimum wird. 

Beispiel, Zur Be- 
stimmung des Punktes H 
wurden außer den schon 
S. 124 benutzten Mes- 
sungen noch auf den 
Punkten G und B (Fig. 105) Richtungen nach 5 bzw. 3 Fest- 
punkten und nach dem Neupunkte gemessen. 

Mit Hilfe der aus den Abrissen der Triangulation S. 122/123 
entnommenen Richtungswinkel sind für die neuen Messungen 




Fig. 106. 
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die nachstehenden Abrisse nach § 56 S. 125 aufgestellt 
worden. 

Standpunkt 2). 



p 


9 


w 


g? — w 


E 

H 
G 

G 




268 


32 20 


/ // 

00 00 

38 62 Ol 
81 12 20 

164 18 48 


/ // 

268 32 20 

268 32 29 
268 32 15 


307 
349 


24 22 
44 49 


72 


51 03 



[9?— tu] 
3 



= 268« 32' 21 



// 



Standpunkt G. 



p 




9 






w 

• 


qP 


— w 

/ // 

32 19 
32 28 
32 09 
32 13 

32 12 


B 

C 

B 

E 

H 
F 




53 


32 


19 




76 

116 

165 

183 
221 


00 00 

44 10 

12 40 

25 08 

18 34 
28 10 




53 
53 
53 
53 

63 


130 


16 


38 


169 


44 


49 


218 


57 


21 


236 
275 


60 
00 


50 
22 



[qP-tO] _ ggo gg, jg„ 

5 

Es ergeben sich somit aus den Messungen die Richtungs- 
winkel 

(f^ ^ 307« 24' 2r 

w = 236 50 50 . 

Als Näherungskoordinaten wurden die S. 126 berechneten 
angenommen, und hiermit die vorläufigen Richtungswinkel (p^ 
berechnet. In der nachstehenden Tabelle ist alles übersichtlich 
zusammengestellt, was zur Konstruktion der fehlerzeigenden 
Figur erforderlich ist. 



Punkt 

E 
F 
G 
B 


<P^ 


9 

19 26 Ol 
134 10 02 
236 50 60 
307 24 22 


s 


8 


h 


9 


h' 

cm 
3,8 
3,7 
3,7 
5,4 


/ // 

19 26 Ol 
134 10 02 
286 50 14 
307 24 45 





— 36 
+ 23 


m 
645,3 
687,3 
702,4 
960,6 


cm 





— 12,3 

+ 10,7 


1 



10 
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Hiermit ist die fehlerzeigende Figur (Fig. 106) konstruiert 
worden. Die durch die A' . bestimmten Hilfslinien sind nur so- 
weit eingetragen, als sie für die Auswahl der Lage des Punktes 
H in Betracht kommen könnten. Nach einigen Versuchen 

wurde gefunden, daß die Quadratsumme der Größen xyg für 




Fig. 106. Mafistab 1:5. 

den eingetragenen Punkt H am kleinsten ist. Bezeichnet man 
die Verbesserungen der vorläufigen Koordinaten mit 3 und iy 
so erhält man durch Abgreifen aus der Zeichnung 

1^ = — 5,1 cm & = + 4,4 cm . 

Werden diese Beträge zu den Koordinaten von S. 126 hinzu- 
gefügt, so erhält man die endgültigen Koordinaten des Punktes H 

y = + 9412,024 m a; = + 9615,861 m . 

§ 65. Oraphische Ausgleichung des Bückwärtseinschneidens, 

Für das Rückwärtseinschneiden mit mehr als zwei Winkeln 
ist zu beachten, daß jeder gemessene Winkel einen Kreis als 
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geometrischen Ort für den gesuchten Punkt gibt. Denken wir 
uns alle Kreise konstruiert, so erhalten wir wieder infolge der 
Messungsfehler keinen gemeinsamen Schnittpunkt, sondern eine 
fehlerzeigende Figur. An die Stelle 
der Kreisbögen, die diese Figur 
bilden, können wir in Rücksicht 
auf ihre geringe AusdehnuDg gerade 
Linien setzen. In Fig. 107 ent- 
spreche dem gemessenen Winkel y^ 
der Kreis AP^B, Ist wieder ein 
Punkt Pq als vorläufige Lage des 
Neupunktes aus zwei beliebigen 
Winkeln berechnet worden, so ist 
zur Konstruktion der fehlerzeigen- 
den Figur die Lage der Tangente 
PjTi in bezug auf Pq zu ermitteln. Hierzu ist die Berechnung 
des Richtungswinkels (P^T^) und des senkrechten Abstandes 
h^ notwendig. Denken wir uns einen zweiten Kreis durch AP^B 
gelegt, so können wir die Tangente P^T^ als parallel zu P^T^ 
annehmen. Da nach der Figur 

«1 - « = (BF,) - (BA) 
und 

(1) (PoTO) = (P„^) + a, 

ist, so ist der Richtungswinkel der Tangente bekannt. 
Femer ist 

Qi = s, (y? - yj 
und 



Fig. 107. 



pp = 



«1 



Hieraus findet sich 



sin 71 



==5, 



r? 



7i 



sin 71 



\ =• ^o-Pi siii «1 = «6 1^ (fi 



n\ 



und wenn wieder (yj — y^ =« 8^ gesetzt wird imd statt der 
Winkel die Entfernungen eingeführt werden, so erhalten wir 



(2) 



K 



Sc Q 



wobei d^ in Sekunden gedacht ist. 

Mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2) kann für jeden ge- 
messenen Winkel die Tangente des Bestimmungskreises kon- 
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struiert werden. Zur bequemeren Wahl des endgültigen Punktes' 
berechnen wir noch diejenige Verschiebung der Tangente, die 
einer Winkeländerung von 10" entspricht. Bezeichnen wir diese 
Verschiebung mit hi, so ist 



(3) 



Äi' = 



8t. S„ 10 



'A^a 



Q 






G® 



Beispiel. Zur genaueren Bestimmui^ des Pimktes J wurden 
außer den schon S. 132 angegebenen beiden Winkeln noch zwei 

Winkel gemessen. Das Messungs- 
ergebnis ist nach den Bezeichnimgen 
der Fig. 108 

y^ = 73» 24' 38" 
^2= 94 49 16 
7^3^168 12 56 
y^ = 151 30 34 . 

Als vorläufige Koordinaten wurden 
die S. 133 berechneten angenommen 

i/o = + 11093,180 m 
x^ = + 10029,528 m . 

Hieraus und aus den Koordinaten 
der Festpunkte wurden die vorläufigen 
Richtungswinkel berechnet, deren 
Differenzen die nachstehenden Winkel y^ ergaben. Zugleich sind 
nach (2) und (3) die Größen h und h' und nach (1) die Rich- 
tungswinkel der Tangenten berechnet und in nachstehender 
Tabelle zusammengestellt worden; die Richtungswinkel wurden 
hierbei mit ^ bezeichnet. 




^C 



Fig. 108. 



y? = 


73^ 24' 38" 


dl — 


\—0 


Äi' — 3,7 cm i/»i— 333<»13'|| 


rS- 


94 49 16 


^2 — 


Äg = 


hi, — 3,0 tp,— 38 11 


r?- 


168 13 54 


S,- + 58" 


Aj — 11,4 cm 


K- 2,0 


^,- 9 11 1 


r2 = 


151 30 48 


d, - + 14 


\= 7,8 


K =• 5,6 


i/j^ — 228 46 1 



Fig. 109 stellt die fehlerzeigende Figur dar. Mit Berück- 
sichtigung der Hilfslinien findet man, daß für den Punkt J die 
Quadratsumme der Verbesserungen der gemessenen Winkel ein 
Minimum wird. Die aus der Zeichnung abgegriffenen Ver- 
besserungen der vorläufigen Koordinaten sind 

^«4- 0,073 m g = - 0,004 m, 
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es Bind also die endgültigen Koordinaten des Punktes J 
lf = + 11093^53 m x = + 10029,524 m . 

Fflr die Ausgleichung des Rückwärtsein Schneidens mit 
Bichtungen kann dasselbe Verfahren angewendet werden, nur 




ist vorher der volle Richtungssatz in einzelne Winkel aufeulösen. 
Die Theorie lehrt (vgl. § 163), daß man an die Stelle eines 
Riehtungssatzes diejenigen Winkel setzen kann, die durch Kom- 
bination der Richtungen entstehen. Sind z. B. die Riehtungea 

7, /j ■ ■ ■ (, gemessen, so können an ihre Stelle die Winkel 



l.-L 



deren Anzahl gleich 



■■L- L- 



- ist, gesetzt werden. Für ; 
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dieser Winkel sind nach (1), (2) und (3) die Größen ^, A und K 
zu berechnen und hiermit ist die fehlerzeigende Figur zu kon- 
struieren. 

Ist ein Punkt durch Vorwärtsabschneiden und Rückwärts- 
einschneiden gleichzeitig bestimmt worden, so werden die Strahlen 
beider Messungen zu einer fehlerzeigenden Figur vereinigt. 

Bequem ist die graphische Ausgleichung bei einer kleinen 
Anzahl von Strahlen, wie die KoDstruktionen auf S. 148 u. S. 151 
zeigen. Sind viele Strahlen vorhanden, so wird schon die 
Zeichnung der fehlerzeigenden Figur umständlich. Noch schwer- 
fälliger ist aber die Feststellung des Minimimipunktes, wenn 
man sich nicht mit der Auswahl eines Punktes nach Outdünken 
begnügen will. 

Die Aufgabe der graphischen Ausgleichung hat auch zu 
mehreren Versuchen Anlaß gegeben, nach denen der gesuchte 
Punkt durch rein geometrische Konstruktion gefunden werden 
kann. Am bekanntesten ist die Lösung von Bertot (1876), die 
auch bereits in der Praxis Aufnahme gefunden hat. Neuere 
ebenso interessante Lösungen wurden von D'Ocagne (1892) und 
Klingatsch (1894), letztere auf den Lehrsätzen der graphischen 
Statik beruhend, gegeben. 

§ 66. Anschlnß der Polygonzüge. 

Nachdem durch die vorstehenden Methoden der trigono- 
metrischen Punkteinschaltung das Netz der Dreieckspunkte der- 
artig verdichtet ist, daß die Abstände der Punkte nicht größer 
als 500 — 1000 m sind, kann mit der Verbindung der Dreiecks- 
punkte durch Polygonzüge oder Bussolenzüge begonnen werden. 
Für die erstereij werden die Anschluß- oder Abschlußrichtungen 
nach femliegenden Dreieckspunkten gemessen. Da hierüber be- 
reits im 6. Kapitel S. 97 alles Erforderliche gesagt worden ist, 
so bleibt nur noch der Fall unzugänglicher Endpunkte zu er- 
örtern. \ 

Der Anfangspunkt A des Polygonzugiös J. — 1 — 2 • • • 
(Fig. 110) sei durch die Spitze eines Turms gegeben, so daß 
der Anschlußwinkel /3q und die erste Polygonseite Ä — 1 nicht 
unmittelbar gemessen werden können. Es sind deshalb die Ko- 
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ordinaten des Punktes 1 zu bestimmen, der an die Stelle des 
unzugänglichen Festpunktes treten soll. Hierzu mißt man eine 




Fig. 110. 



Hilfslinie P — 1 und in ihren beiden Endpunkten die beiden 
Winkel (p und ^, sowie den Winkel /t und erhält dann 



Bin cp 



(1) Äi^pi-. , , ,,. 

Da aus den Koordinaten der Dreieckspunkte Ä und B die 
Strecke AB und der Richtungswinkel (Ä, B) bekannt sind, so 
hat man 

(2) sin d =» sin u - — 
^ ^ ^ AB 

und 

(3) {A, 1) = (A, B) - (a + *) ± 180«. 

Hiermit findet man die Koordinaten des Punktes 1 



/^x 2/i=y^ + J.lsin(^,l) 

x^^x^ + AI cos {A, 1) . 

Der Punkt 1 wird nun als Anfangspunkt des Zuges betrachtet 
und auf ihm der Anschlußwinkel ß^ gemessen. 

Man bezeichnet die Bestimmung des Hilfspunktes 1 auch 
als Herablegen des Festpimktes J.. 

§ 67. Fehlertheorie der Polygon- und Bussolenzfige. 

Wir wollen im folgenden noch eine Untersuchung anstellen, 
mit welcher Genauigkeit die Punktbestimmung durch Polygon- 
züge erfolgt, wenn deren Endpunkte fehlerfrei vorliegen. Diese 
Untersuchung soll sich hier nur auf den mittleren Punkt eines 



154 7. Kapitel. Trigonometrische Punktbestimmung. 

nahezu geradlinigen gleichseitigen Zuges beziehen/ sie kann je- 
doch auf jeden beliebigen Zug ausgedehnt werden. 

In Fig. 111 sind Pj und P^ die beiden Endpunkte des 
Zuges, auf denen die Anschlnßrichtungen nach A und B ge- 




s f> s ß s 



z 




Fig. 111. 

messen sind. Wir nehmen n als ungerade Zahl an. Die 
Brechungswinkel ß^ bis ß^^i sind nahezu 180®, während alle 
Strecken nahe gleich 5 sind. Gegeben sind außer den Ko- 
ordinaten der Punkte P^ und P^ noch die Anschlußrichtungs- 
winkel 

(A-Pi) = 9'o iittd (P:,B) = ip„. 

Der einfacheren Entwicklung wegen legen wir die positive 
Ordinatenachse in die Zugrichtung. Der mittlere Fehler ^^ des 
mittelsten Polygonpunktes wird dann nur von der Längen- 
messung abhängig sein. Durch die Verteilung der Abschluß- 
widersprüche wird der mittelste Punkt so bestimmt, als ob 
seine Abstände von den beiden Endpunkten gemessen und ge- 
mittelt worden wären. Ist ^i^ der mittlere Fehler einer Strecken- 
messung, so ist 

(1) ft? = ''7-%f oder ^^ = ±|'y;^3T. 

Zur Berechnung der mittleren Querverschiebung der Zug- 
mitte oder des Wertes von ^^ ermitteln wir zimächst die Ver- 
besserung V der Brechungswinkel, die aus dem Richtungs- 
anschluß hervorgeht. Nach (5) § 43 S. 99 ist 
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oder in einfacherer Bezeichnung 

[ß] + nv=^C. 
woraus 

(2) . = ^_f« 

erhalten wird. Wird jedem Brechungswinkel die Verbesserung 
V hinzugefügt, so ergeben sich nach (3) § 41 S. 93 die folgen- 
den Richtungswinkel der Polygonseiten 

9i -9>o + ßi + ^- 180« 

(3) 92 «<Po+^i + i»2 + 2t;-2.180« 

<P«-i = 9>o + ßi + ßi + - + ^«-1 + (« - 1) t; - (» - 1) 180». 

Werden hiermit die Abszissenunterschiede berechnet, so tritt 
ein Widerspruch 

(4) w =^ x^— x^ — [s cos qp] 

auf, der auf die einzelnen Abszissenunterschiede gleichmäßig 
verteilt wird. Demnach wird die endgültige Abszisse des Zug- 
mittelpunktes 

(5) X ==^ Xi + s cos (fi + s cos 92 + • * • + ^ ^^^ ^^n-l + 2 ' 

Hieraus finden wir durch Differentiation unter Berück- 
sichtigung des Umstandes, daß die Richtungswinkel nahezu 
gleich 90^ sind 

dx^s(--d(pi-d(p^ dtp^j^ +|^9i + -2^92+--+2^9>n-i) 

oder 

(6) dx^U- d(pi - d(p2 d(p^^ + d(p„^^ + ... + d9n-i) • 

Führen wir die Werte der einzelnen dtp aus (3) und (2) 
ein, so wird 

\ 2 2 

+ ^ du^s + • • • + dß„_, - ^^m), 

2 / 

und wenn das letzte Glied aufgelöst und ^—r — - == c gesetzt wird, 



dx 



s 
2 
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j^-edß,-{c-l)dß,-(c-2)dß, (c-*^)dß^_, 

-{'- ^) '^'^»±1 - '^ßn - (c - 1) dß,_, - (c - 2) dß„_, 

2 ' 

Bezeichnen wir den mittleren Fehler der Winkelmessung 
mit fty,, so ist 

(7) f*l = *^ {2c* + 2(c - 1)» + 2(c _ 2)» + . . . + 2(c - *^')* 

Nach Zusammenfassung des ersten und letzten Gliedes und 
Einsetzen des Wertes von c erhalten wir 



8 « 



n — s 
2~ 



!=-i' (». + 1 + fe-il) + 2^ («iz^- _ i) 



2 



• = 1 



fls 



oder auch 



,2 



8' 



Da 



*== 



n — 8 






k (k + 1) {2k + 1) 
6 



1» + 2« + 3« + • • • + Ä* = 
ist, so wird schließlich 

, («-l)(w-2)(n-3) K.i 

Der Klammerausdruck Ulßt sich weiter vereinfachen, so daß 
man den endgültigen Ausdruck erhält 






oder 

(8) 



192« 



^, =- ± S]/^ 



w* («* + 2) — 3 



192« 



^ 



W 



Führen wir statt der Strecke s die Länge L des ganzen Zuges 

ein, so wird 

L=(w- l)s, 
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also 

w ". - ± ^v^S?!^ "- 

Nachstehend ist die Wurzelgröße, die wir mit W be- 
zeichnen wollen, für verschiedene Werte von n berechnet worden 

w= 3 TT» 0,137 

w= 5 Tr= 0,167 

n^ 1 TT =-0,195 

w« 9 Tr-10,219 

n==ll TT «0,241 

n -;i3 W =- 0,262 

^ = 15 TT« 0,281. 

Man sieht hieraus, daß bei gleichbleibender Zuglänge die 
mittlere Querverschiebung fi^ mit der Anzahl der Polygonpunkte 
wächst, woraus sich die Regel ergibt, die Polygouseiten so lang 
als möglich zu machen. Diese Forderung wird noch dadurch 
bekräftigt, daß ft^ bei kurzen Polygonseiten größer 'wird als 
bei langen. 

Nehmen wir /^^ = ± 0,5' an, so findet sich bei L = 1000 m 

für w = 3 II:, ^± 0,020 m 
und für w = 15 ft^, == ± 0,041 m. 

Um die Vorteile des beiderseitig angeschlossenen Polygon- 
zuges gegenüber einem nur einseitig angeschlossenen zu er- 
kennen, berechnen wir noch für den letzteren die mittlere 
Querverschiebung. Hierzu haben wir nach (5) 

dx^'-s {d(pi + d(p2-\ h dq)^i) 

9 

und nach Einführung der Werte der dq) aus (3), wobei aber 
keine Verbesserungen der gemessenen Winkel auftreten, 

(-7- ^ß^ + "i- '^Ä + - f - dß, + ... + dß„_,\ 

und 
oder 

(10) ;*«=±«y^^^„. 



dx ^ — s 
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Setzen wir auch hier 

L^(n-l)s, 
so erhalten wir 



(11) ^-±L>/£|±i... 

Es ist zu beachten, daß fix sich auf den Endpunkt eines ein- 
seitig angeschlossenen Zuges von der Länge — bezieht, also un- 
mittelbar mit (i^ (61. (9)) verglichen werden kann. 

Wird der Wurzelausdruck mit W bezeichnet, so erhalten 
wir für verschiedene Werte von w 

n= 3 TT' = 0,500 

n= 5 TT' = 0,559 

n= 7 TT' = 0,623 

w= 9 TF' = 0,685 

n=»ll TF' = 0,742 

w = 13 TT' = 0,794 

n^lö TF' = 0,845 . 

Die Werte von fi^ sind also fast 3 mal so groß als die ent- 
sprechenden Werte von ß^. 

Wir können die Entwicklungen von S. 155 endlich noch zur 
Aufstellung der Fehlertheorie des nahezu geradlinigen beider- 
seitig angeschlossenen Bussolenzuges verwenden. Hierzu ist nach 
(6) für den Mittelpunkt des Zuges 



(■ 



dx = ^l—dq>^-d(p^ d(Pn-i + ^9„+i + • • • + d<p„_^ 



und da die Richtungswinkel unmittelbar gemessen sind, so wird 

wobei ft^ der mittlere Fehler eines Richtungswinkels ist. Es 
ist also 

(12) ll.'-±iV^-^t^r 

oder auch 

(13) l^a; = ± / ■ l^r ' 

Es sind demnach beim Bussolenzug die Strecken möglichst klein 
zu wählen. 
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§ 68. Eoordinatenuniformnng. 

In Fig. 112 sind die Koordinaten des Punktes P in dem 
System xy gegeben, das gegen das System xy nm die Strecken 
a und ö verschoben und um 
den Winkel a gedreht ist. Es 
ergeben sich aus der Figur 
leicht die beiden Gleichungen 

y = 6 + ic' sin a + y' cos a 



(1) 



a; == a + x' cos a — y sin a . 



X 



O 



•«c 



CL 




^y 



Fig. 112. 



In der praktischen Anwendung 
tritt die Aufgabe meistens so 
auf, daß nicht die Konstanten 
a, h und a gegeben sind, son- 
dern die Koordinaten mehrerer 
Punkte in beiden Systemen, 
woraus dann die Konstanten berechnet werden können. 

Sind z. B. zwei Punkte P^ und Pg in beiden Systemen ge- 
geben, so gelten die Gleichungen 

y2 — 2^1 = {x''i — x^ sin a + (y2 — y\) cos a 
x^ — X\^ (x2 — x[) cos a — (yi — yi) sin a , 

aus denen man erhält 

sin a = ^^* "" ^^^ ^^* "" ^^^ "■ ^^* "" ^'^ ^^* "" ^^ 
(3) 



(2) 



cos« = 



(«J« — a^i) (a?2 — ojO + (^2 — 2/1) (2/8 — 2/0 



Hieraus können sin « und cos a berechnet werden und durch 
Einsetzen dieser Werte und der beiden Koordinatenpaare von 
Pj oder Pg in die Gleichungen (1) erhält man a und h. 

In vielen Fällen ist es jedoch bequemer, statt der Trans- 
formation der Koordinaten nach (1) eine Transformation von 
Koordinatenunterschieden auszuführen. Es seien wieder die Ko- 
ordinaten zweier Punkte P^ und Pg in beiden Systemen ge- 
geben, und für die Koordinatenunterschiede Ay und Ax' die 
Differenzen Ay — A/ und Ax — Ax' zu berechnen. Nach den 
Gl. (2) ist 



A I 
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Ay — Ay = + Are' sin a + A/ (cos a — l) 

Ax— Are' = — Ay sin a + Ax' (cos a — 1) . 

Setzen wir hierin die Koordinaten der Punkte P^ und Pg ein, 
so erhalten wir 

(y2 — yi) — (yi —yi) =- + (^^2 — äjO sin a + (y2 — yl) (cos a — l) 
{x2 — iPi) — (a?2 — ici) = — (yg — yi) sin a + (x^ — xi) (cos a — 1) . 
Führen wir die Bezeichnungen 

/gx (ya - yi) - (yi -y^^v 

{X2 — x^ — (iTa — :r() = I 
ein, so finden wir 

•_ „ _ i^i — On — ivt — y^l 
.gx ~ (^i - <)* + (yi - yO* 

Sind hiernach die Werte von sin a und cos a — l berechnet, so 
ist durch die Gleichung (4) die Aufgabe gelöst. 

Auf eine Eigentümlichkeit der vorstehenden Transformations- 
gleichungen ist noch hinzuweisen. Es mögen die Koordinaten 
der beiden Systeme xy und x'y in verschiedenen Maßeinheiten, 
z. B. in Metern imd Fuß gerechnet werden. In Fig. 112 ist 
dann x'v und yv statt x' und y' zu setzen, wo v einen Ver- 
größerungsfaktor bezeichnet. Werden hiermit die Werte von 
sin a und cos a berechnet -und in die Gl. (1) eingesetzt, so hebt 
sich der Paktor v wieder vollständig heraus, er braucht also bei 
der Transformation nicht berücksichtigt zu werden* Es ist 
jedoch zu beachten, daß der ohne Rücksicht auf v berechnete 
Winkel a nicht mehr der Winkel zwischen den beiden Systemen, 
sondern nur noch eine Rechengröße ist. 

Die Transformation findet u. a. dann Verwendung, wenn 
zwei benachbarte Feldmarken in bezug auf zwei getrennte Ko- 
ordinatensysteme aufgenommen sind, deren Abszissenachsen zwar 
beide nach Norden orientiert, aber teils durch die Konvergenz 
der Meridiane, teils durch die üngenauigkeit der Orientierung 
nicht parallel sind. Wenn an der gemeinsamen Grenze minde- 
stens zwei Punkte von beiden Systemen aus aufgenommen sind, 
so können nach dem Vorstehenden alle Koordinaten des einen 
Systems in solche des andern umgewandelt werden. 
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Für die trigonometrischen Berechnungen kommen in erster 
Linie sechsstellige Logarithmen in Betracht; da jedoch in 
neuerer Zeit die Rechenmaschine immer weitergehende Ver- 
breitung gefunden hat, so ist auch bei den vorstehenden Ar- 
beiten die logarithmische Rechnung jetzt vielfach zurückgetreten. 
Von Tafel werken seien genannt (vgl. auch S. 110): 

Bremikers Logarithmisch-trigonometrische Tafeln mit sechs 
Dezimalstellen. Neu bearbeitet von Th. Albrecht. Berlin^ 

W. Jordan^ Opus Palatinum, Sinus- und Cosinus-Tafeln von 
10" zu 10". Hannover und Leipzig 1897. 



8. Kapitel. 

Das Planzeiclmeii. 

§ 69. Eartierungsinstramente. 

Die Ergebnisse der geschilderten Messungen werden zur 
Darstellung des aufgenommenen Geländes in einer Ka/rte oder 
einem Lageplan verwendet. Der Maßstab der Karte richtet sich 
nach dem Zweck derselben. Da die trigonometrisch-geometrische 
Aufnahme als genauestes Messungsverfahren in der Regel zur 
Sicherung der Eigentumsrechte im Grundbesitz dient, so muß 
der Maßstab der Karte groß genug sein, um die Wieder- 
herstellung verloren gegangener Grenzen mit genügender Ge- 
nauigkeit im Gelände zu ermöglichen, andrerseits aber auch zu 
der Genauigkeit der Messung im richtigen Verhältnis stehen. 
Die Vorschriften der preußischen Katasterverwaltung bestimmen 
für die den Zwecken der Grundsteuerverwaltung und des Grund- 
buchs dienenden Karten den Maßstab 1 : 2000, bei wertvollerem 
Grundbesitz 1:1000 und in Städten 1:500. Der Maßstab 
1 : 4000 wird nur zur Darstellung wenig wertvoller Flächen aus- 
reichend sein. 

Das Auftragen der gemessenen Längen erfolgt entweder 
mit einem Zeichenmaßstab, an dessen abgeschrägter Teilungs- 
kante die einzelnen Punkte mit einer feinen Nadel eingestochen 
werden, oder unter Anwendung des Zirkels und des Trans 
Versalmaßstabes (Fig. 113). Die Linien AB und CD sind in 

Eggert, Geodäsie. 11 
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zehn Teile eingeteilt und je zwei aufeinander folgende Teilungs- 
pnnkte beider Skalen darch Diagonalen Terbunden. Diese wer- 
den darch Parallelen zu AB nnd CD ebenfalls in zehn Teile 




geteilt und ermöglichen so das Abgreifen der Längen bis auf 
Hundertstel der Einheit von OD. In Fig. 113 ist die Länge 
TOD 263,7 m durch eine gerissene Linie kenntlich gemacht. 

Zur Zeichnung der Ordinalen 
ist noch ein kleines rechtwinkliges 
Zeichendreieck erforderlich, das zur 
Konstruktion eines rechten Win- 
kels an der Linie l (Fig. 114) im 
Pnnkte A durch Parallelverschie- 
bung au einem Lineal nacheinander 
in die beiden Lagen I und II ge- 
Hg. 1J4 bracht wird. 

Die Kartienmg einer kleineu 
lediglich durch geometrische Messungen aofgenommenen Figur, 
wie Fig. 115, beginnt mit der Zeichnung der Elanptabszissenachse 
AB und dem Äuftr^en der Hauptmessungspunkte C, D und E 
nach ihren rechtwinkligen Ko- 
ordinaten. Die Richtigkeit der 



Zeichnung ist sofort durch Nach- 
messung der Länge von AC, 
CB, BE usw. zu prüfen; erst 
dann erfolgt die dauernde Be- 
zeichnung der Punkte durch 
Einstechen mit einer Nadel. 
Hiermit ist die Lage der ein- 
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zelnen Abszisdenachsen gegeben^ von denen aus die aufge- 
nommenen Geländepunkte konstruiert werden können. Die 
ganze Zeichnung wird in feinen Bleilinien ausgeführt. 

Zum Auftragen von Punkten nach recht- 
winkligen Koordinaten sind auch besondere 
Kartierungsinstrumente konstruiert, deren ein- 
fachstes Fig. 116 andeutet. Der Ordinaten- 
schieber h wird derartig an die Abszissenachse 
gelegt, daß diese die abgeschrägte Teilungs- 
kante im Nullpunkt rechtwinklig schneidet. 
Der Nullpunkt des Abszissenlineals a fällt 
mit dem Zeiger z des Schiebers zusammen, 
sobald die Kante von h durch den Nullpunkt 
der Abszissenachse geht. Zum genauen An- 
legen von a wird ein Hilfslineal von der hal- 
ben Breite des Schiebers benutzt, das an die 
Abszissenachse gelegt die Lage von a bestimmt. 
Mit dem Zeiger z werden der Reihe nach die 
einzelnen Abszissen eingestellt und jedesmal 
die Ordinatenlängen an der Teilung des Schie- 
bers b mit einer Nadel auf dem Papier bezeichnet. 

Bei einer zweiten Form des Kartierungsinstruments erhält 
man die einzelnen Punkte als Schnitte gerader Linien. Das 
Lineal a des in Fig. 117 dargestellten Listruments ist mit einer 
Einteilung versehen, deren Ein- 
heit gleich der "j/Ö^fachen Ein- 
heit des Kartenmaßstabes ist. 
An diesem Lineal läßt sich ein 
gleichschenklig- rechtwinkliges 
Dreieck b mit einem Zeiger 
verschieben. Zum Auftragen 
eines Punktes P mit den Ko- 
ordinaten x„ und «/« wird das 
Dreieck b mit einer Kathete an 
die Abszissenachse gelegt (Lage I), 
an dem Lineal verschoben, bis 
die andere Kathete durch den 
Abszissennullpunkt geht(Lage II) i.ig. ^j 

11* 
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und hierauf der Linealnullpunkt an den Zeiger z gelegt. Wird 
nun der Zeiger von 6 auf die Abszisse x^ = 12,5 eingestellt 
(Lage m), so kann längs der oberen Kante des Dreiecks die 
Ordinate von P gezeichnet werden. Um auch die Länge der 
Ordinate abtragen zu können, wird das Dreieck noch einmal 
in die Lage I zurückgeführt und der Linealnullpunkt an den 
Zeiger z angelegt. Wird nun bei unveränderter Lage des 
Lineals der Zeiger auf y^ isingestellt, so schneidet eine längs 
der rechten Kathete gezogene Linie die schon gezeichnete Or- 
dinate im Punkte P. 



§ 70. Kartierung mit Hilfe eines Quadratnetzes. 

Die Kartierungsinstrumente sind meistens nur für kurze 
Ordinaten bis zur Länge von höchstens 10 cm eingerichtet. 
Für längere Ordinaten ist überhaupt das bisher geschilderte 
einfache Kartierungsverfahren nicht mehr anwendbar, weil die 
gewünschte Genauigkeit nur mit sehr großer Mühe erreicht 
werden könnte. Oft wird auch eine getrennte Darstellung der 
Aufnahme auf zwei öder mehr Blättern erforderlich seih. Für 
beide Zwecke ist es notwendig, vor Beginn der Kartierung auf 
dem Zeichenblatt mit größtmöglicher Genauigkeit ein Quadrat- 
netz zu konstruieren, dessen Seiten den Koordinatenachsen 
parallel und von ihnen um runde Werte entfernt sind. Da bei 
der späteren Kartierung Längen von 1 dm mit dem Zirkel be- 
quem abgegriflfen werden können, so empfiehlt es sich, die 
Seiten des Quadratnetzes gleich 1 dm zu machen. Zur Kon- 
struktion des Quadratnetzes werden zwei sich unter einem mög- 
lichst großen W^inkel schneidende Linien gezeichnet und auf 
ihnen vom Schnittpunkt aus nach allen vier Richtungen gleiche 
Längen abgetragen, so daß man durch Verbindung der vier ge- 
fundenen Punkte ein Rechteck erhält. Als Zeichenhilfsmittel 
benutzt man hierbei ein Lineal aus Sägeblattstahl, das an einer 
Kante eine Dezimeterteilung trägt. Hiermit erfolgt auch zugkich 
die weitere Einteilung der Rechteckseiten in Dezimeter und die 
Verbindung der Teilpunkte zur Vollendung der Quadratnetz- 
zeichnung. 

Nicht immer kann die Lage des Quadratnetzes auf dem 
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Zeichnungsbogen beliebig angenommen werden^ es ist vielmehr 
auf die Gestalt des Lageplans Rücksicht zu nehmen und hier- 
nach von vornherein die Lage der beiden Hauptlinien zu wählen. 

Vielfach werden auch besonders für diesen Zweck kon- 
struierte Instrumente angewendet, mit denen die Konstruktion 
ohne Mühe ausgeführt werden kann. 

Bei der nun folgenden Eintragung aller Punkte, deren Ko- 
ordinaten berechnet sind, also der Dreiecks-, Polygon- und 
Kleinpunkte, beschränkt sich die Kartierung auf das Abtragen 
der Abszissen und Ordinaten innerhalb der einzelnen Quadrate. 

Ein nicht zu unterschätzender Vorteil des Quadratnetzes 
ist die Möglichkeit, den im Laufe der Zeit eintretenden Papier- 
schwund jederzeit berücksichtigen zu können. Aus den Seiten 
des Quadratnetzes ist der Betrag der Papierveränderung und da- 
mit die wahre Größe aller aus der Karte abgegriffenen Längen 
leicht zu bestimmen. 

Nachdem alle Punkte kartiert sind, ist das Netz der 
Messungslinien zu zeichnen und von diesen aus die Einzel- 
aufnahme mit einem Kartierungsinstrument einzutragen. 

Das Ausziehen der Zeichnung mit schwarzer Tusche beginnt 
mit der Bezeichnung der Grenzhügel, Steine, Pfähle usw. 
durch besondere Signaturen. Diese, sowie auch alle Zirkel- 
stiche werden beim Ausziehen frei gelassen. Die Messungs- 
punkte, die ja zum Teil im Boden dauernd vermarkt sind, 
werden mit kleinen roten Kreisen umgeben und die Enden der 
von ihnen ausgehenden Messungslinien durch kurze gerissene 
Linien angedeutet. Dasselbe geschieht auch mit den Ecken 
der Quadrate und den Quadratseiten in ihrer Nähe, 

Die einzelnen Bodenkulturarten durch Plächenkolorit kennt- 
lich zu machen, ist nur dann ratsam, wenn auf die äußerste 
Genauigkeit verzichtet wird, da durch die Feuchtigkeit ein 
Verziehen des Papiers zu befürchten ist. Unschädlich ist da- 
gegen die Bezeichnung von Grenzen u. dgl. durch schmale 
Farbstreifen. 

Außer der Angabe der Nordrichtung und des Kartenmaß- 
stabes bildet noch die Kartenschrift einen wichtigen Bestandteil 
der Karte, von deren Ausführung das Aussehen der Zeichnung 
wesentlich abhängt. 
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§ 71. Der Pantograph. 

Zur Übertragung einer Karte aus einem Maßstab in einen 
andern dient ein von dem Jesuitenpater Scheiner im Jahre 1631 
konstruiertes Instrument, der Pantograph oder Stordischnaibd, 
Werden die Eckpunkte eines beliebigen Polygons I (Fig. 118) 

mit einem beliebigen Punkte 
P verbunden und alle Ver- 
bindungslinien nach dem- 
selben Verhältnis geteilt, so 
bilden die Teilpunkte eine 
der ursprünglichen ähnliche 
Fig. 118. und nach dem obigen Ver- 

hältnis verkleinerte Figur. 
Diesem Grundgedanken entspricht die Wirkungsweise des Panto- 
graphen. Die Punkte P und F (Fig. 119) bilden zwei gegen- 
überliegende Ecken eines Parallelogramms, das sich aus vier 





JP^ 




Z - 




Fig. 119. 

durch Scharniere verbundenen Stäben zusammensetzt. Ein fünfter 
Stab J.jB teilt zwei gegenüberliegende Seiten des Parallelogramms 
nach demselben Verhältnis, nach dem er selbst im Punkte Z ge- 
teilt wird. Aus der Ähnlichkeit der in der Figur sichtbaren 
Dreiecke folgt, daß Z für beliebige Werte des Parallelogramm- 
winkels stets in der Geraden PF liegt, und daß PF durch Z 
stets in demselben Verhältnis geteilt wird. Ist in F ein Fahr- 
stift, in Z ein Zeichenstift befestigt, und P als feststehend ge- 
dacht, so kann die Vorrichtung nach Fig. 118 zum Verkleinern 
und nach Vertauschung von F und Z zum Vergrößern von 
Zeichnungen verwendet werden. 

Fig. 120 zeigt einen Präzisionspantographen von Coradi in 
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Zürich, der in P, Z und F die der vorhergehenden Figur ent- 
sprechenden Punkte erkennen läßt. Der Stab AB ist auf den 
beiden Parallelogrammseiten vermittelst zweier Hülsen ver- 




Fig. 120. 

schiebbar, ebenso auch der Zeichenstift Z auf AB, Zur rich- 
tigen Einstellung der drei Hülsen bei A, B und Z sind die drei 
Stäbe mit gleichartigen Einteilungen versehen, derartig, daß die 
beiden obengenannten Grundbedingungen erfüUt sind, sobald die 
drei Schieber auf dieselbe Zahl eingestellt sind. 

In der Verlängerung der lotrecht zu stellenden Schamier- 
achse des Pols P befinden sich an einem Eisenstativ K die Auf- 
hängepunkte zweier Drähte, durch welche die beiden in P zu- 
sammenstoßenden Stäbe getragen werden. Da der Pantograph 
bei Karten nicht zum Zeichnen von Linien, sondern zur Über- 
tragung von Punkten benutzt wird, so besteht der Zeichenstift Z 
in der Regel in einer Nadel, die in das Papier gedrückt werden 
kann. In Fig. 120 ist noch eine Vorrichtung sichtbar, durch 
die das Niederfallen der Nadel vom Fahrstift aus vermittelst 
einer Schnur bewirkt wird, ohne daß der Zeichner genötigt ist, 
den Handgriff des Fahrstifts loszulassen. 



Für die im Auftrage preußischer Staatsbehörden her- 
zustellenden Pläne sind eingehende Vorschriften enthalten in: 
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Bestimmungen iiber die Anwendung gleichmäßiger Signaturen 
für topographische und geometrische Karten y Pläne und Risse, 
5. Aufl. Berlin 1905. 



9. Kapitel. 

Geometrische Mefitischanfnalmie. 

§ 72. Das Meßtischyerfahren. 

Der Grundgedanke der bisher geschilderten Messungen ist 
der, daß für die Punkte der physischen Erdoberfläche recht- 
winklige Koordinaten in bezug auf verschiedene möglichst 
passend angenommene Koordinatensysteme bestimmt werden, 
und daß durch ein Liniennetz, Polygonnetz und Dreiecksnetz 
die einzelnen Koordinatensysteme miteinander verbunden werden, 
so daß schließlich alle aufgenommenen Punkte auf ein gemein- 
sames rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen sind. Die Auf- 
nahme liefert somit die zum nachträglichen Entwurf einer Karte 
erforderlichen Zahlenwerte. 

Im Gegensatz hierzu bezweckt die Meßtischaufnahme, bereits 
im Felde ein verjüngtes Bild von der Horizontalprojektion der 
physischen Erdoberfläche herzustellen. Die Methode der Meß- 
tischaufnahme besteht in der Messung von Winkeln auf graphi- 
schem Wege, während die Messung einer Strecke lediglich zur 
Bestimmung des Maßstab Verhältnisses dient. Es werden jedoch,, 
wie wir sehen werden, auch noch weitere Streckenmessungen 
zur Vereinfachung der Aufnahme in manchen Fällen zu Hilfe 
genommen. 

Als Träger der Zeichnung dient der Meßtisch, eine Holz- 
platte, die mit Hilfe eines Stativs horizontal aufgestellt und 
um eine vertikale Achse gedreht werden kann. Die Meßtisch- 
platte, die meistens ein Quadrat von etwa 60 cm Seitenlange 
bildet, ist aus mehreren Holzschichten zusammengesetzt, um 
gegen allmähliches Verziehen geschützt zu sein. Die Platte 
wird in der Regel nicht unmittelbar vom Stativ getragen, son- 
dern ruht auf einem besonderen Dreifuß (Fig. 121), der auf 
dem Stativ verschiebbar ist und vermittelst Herzschraube und 
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Feder darauf festgehal- " 

ten wird. Der Dreifuß 
iat äbnlich dem eines 

Repetitionstheodolits 
eingerichtet, er trägt 
jedoch statt des Limbus 
eine Scheibe, auf der 
die Meßtiscbplatte mit 
drei Schrauben befestigt 

werden kann. Die 
Fig. 121, die ein Meß- 
tischstatiT mit aufge- 
setztem Dreifuß aus der 
Werkstätte Ton Max 

Hildebranä in Freiberg Fig. lat. 

1. Sa. darstellt, zeigt 

femer, wie durch die Klemmvorrichtung und die Feiubewegung 
der Tisch in eine bestimmte L^e gebracht und darin fest- 
gehalten werden kann. 

Zur Befestigung des MeßtiscJiblattes auf der Platte wird 
der Bogen auf der Unterseite mit geschlagenem Eiweiß gleich- 
mäßig ai^efeuchtet, mit einem Tuch auf der Platte glatt ge- 
strichen und mit [seinen überstehenden 
Teilen an den Seitenflächen derselben 
befestigt. 

Zur Anfnahme und Zeichnung der 
Winkel diente in früherer Zeit ausschließ- 
lich das Diopterliaeal (Fig. 122), bei 
dem durch die beiden Diopter eine die 
Fläche des Lineals in seiner Kante 
senkrecht schneidende Visiere bene be- 
stimmt ist. Um einen Winkel auf dem ym. n^. 
Meßtischblatt darstellen ku können, 

mnß der Meßtisch horizontal aufgestellt und der Scheitel 
des Winkels auf den Tisch heraufgelotet werden. Das Hori- 
zontalstellen erfolgt lüiherungsweise durch entsprechendes Ein- 
treten der Statirbeine, und hierauf genauer mit Hilfe einer 
auf die Platte gesetzten Dosenlibelle durch die Dreifußschrauben. 
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Das Heraoifloten des Scheitels Ä geschieht entweder mit einer 
Lotgahelj deren Gebrauch aus Fig. 123 hervorgeht, oder durch 

Herunterloten zweier Eckpunkte 
des Meßtischs, Messen der Ab- 
szisse und Ordinate des Punktes 
in bezug auf die heruntergelotete 
Linie und Abtragen dieser Größen 
auf dem Meßtischblatt. Zur 
Winkelmessung wird die Zeichen- 
kante des Lineals an den ge- 
fundenen Punkt a angelegt, die 
Visierebene der Diopter nach- 
einander in die beiden Schenkel 
des Winkels gebracht und 
längs der Linealkante je eine Linie gezogen. 

Gegenwärtig wird das Diopterlineal nur noch für unterge- 
ordnete Arbeiten yerwendet, für genaue Messungen ist es bald nach 





Fig. 123. 




Fig. 124. 



der Erfindung des Femrohrs durch die Kippregel verdrängt wor- 
den (Fig. 124), bei der die Diopterebene durch die Visierebene des 
um eine horizontale Kippachse drehbaren Femrohrs ersetzt wird. 

§ 73. Die Justierung der Eippregel. 

Da es sich hier wie beim Theodolit um die Messung von 
Horizontalwinkeln, also Winkeln zwischen Vertikalebenen handelt, 
so muß die Visierebene beim Gebrauch der Kippregel vertikal 
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stehen. Die Visier- und Kippachse unterliegen also denselben 
Bedingungen, die wir beim Theodolit kennen gelernt haben. 
Während dort jedoch eine Kompensation der Achsenfehler durch 
Durchschlagen des Fernrohrs möglich war, ist hier die Be- 
nutzung des Instruments nur in einer Femrohrlage bequem; 
hier müssen deshalb die Justierungsbedingungen wirklich er- 
füllt sein, es muß also die Visierachse senkrecht zur Kipp- 
achse stehen und die Kippachse horizontal liegen. 

Um zur Erfüllung der zweijben Bedingung von einer un- 
vermeidlichen geringen Neigung der Meßtischplatte unabhängig 
zu sein, ist der Zeichenkante gegenüber eine Kippschraube an- 
gebracht (in Fig. 124 hinter der Säule sichtbar), mit der man 
die auf dem Lineal befindliche Röhrenlibelle zum Einspielen 
bringen kann. Die Justierung der Kippregel beschränkt sich 
hiemach auf die Beseitigung des Kollimationsfehlers und die 
Parallelstellung der Kippachse und der Libellenachse. Beide 
Justierungen sind bereits für den Theodolit genügend erörtert 
worden. Die Berichtigung des Kollimationsfehlers, die zuerst 
zu erledigen ist, kann nach dem S. 84/86 geschilderten Verfahren 
ausgeführt werden, wobei das Drehen des Theodolits um seine 
Stehachse durch Drehen der Linealkante um einen auf der Meß- 
tischplatte bezeichneten Punkt zu ersetzen ist. Zur Herstellung 
der Parallelität zwischen Kippachse und Libellenachse ist die 
eratere nach dem Verfahren von S. 85/86 mittelst der Kippschraube 
horizontal zu stellen und die Libelle mit der Justierschraube 
zum Einspielen zu bringen. Häufig ist auch eine kleine Reiter- 
libelle für die Kippachse vorhanden, so daß das Horizontal- 
stellen derselben bequemer ausführbar ist. 

§ 74. Die Aufnahme einfacher Figuren. 

Für die Aufnahme kleinerer geradlinig begrenzter Figuren 
mit Hilfe des Meßtischs ist zunächst zur Festlegung des Ver- 
jüngungsgrades der Karte eine Strecke AB (Fig. 125) im Ge- 
lände zu messen und auf dem Meßtischblatt in dem gewählten 
Maßstabverhältnis als Strecke ab abzutragen. Diese Strecke 
wird häufig zu kurz sein, um ein genaues Anlegen des Kipp- 
regellineals zu ermöglichen, deshalb ist es notwendig, die Ver- 
längerung von ab am Rande des Blattes durch AnscfiniUe zu 
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bezeichnen. Hierauf ist der Meßtisch im Punkte Ä derartig^ 
aufzustellen^ daß a in der Lotrichtung von Ä und ab in der 
Richtung AB liegt. Mit Hilfe der an ab angelegten Eippregel 
und der Lotgabel läßt sich diese Aufstellung nach einigen Ver- 
suchen erreichen^ bequemer ist es jedoch^ im Gelände den Punkt 





M/ 




hß- 



B 



Fig. 195. 



zu suchen, über dem der Mittelpunkt c der Meßtischplatt^- 
aufzustellen ist. c liegt in der Drehachse des Meßtischdreifußes, 
die durch ein an der Herzschraube befestigtes Lot bezeichnet 
wird. Indem man die Koordinaten x und y von c in bezug 
auf ab mißt und im Gelände in bezug auf AB absetzt, erhält 
man G und kann auf diesem Punkte den Meßtisch zentrisch 
aufstellen. Ist dies geschehen, so wird die Kippregel an aZ^ an- 
gelegt und der Meßtisch solange gedreht, bis B in der Visier- 
ebene liegt. Den so 
aufgestellten Meß- 
tisch bezeichnet man 
als orientiert. 

Während die 
Kippregel beständig 
an den Punkt a an- 
gelegt bleibt, wer- 
den der Reihe nach 
die im Gelände durch 
Baken bezeichneten 
Eckpunkte 1, 2, 3 
usw. (Fig. 126) der 

aufzunehmenden 
Figur mit dem Fern- 
rohr eingestellt und 
längs der Zeichenkante des Lineals feine Linien gezogen. Man 
darf jedoch hierbei nie versäumen, die Röhrenlibelle mit Hilfe 
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der Kippschraube zum Einspielen zu bringen. Hierauf wird 
der Meßtisch nach B getragen, dort orientiert, und die Auf- 
nahme der Strahlen von B nach den einzelnen Punkten wie 
in A ausgeführt. Es genügt, die Visierstrahlen nur an den 
Stellen auszuziehen , an denen die Lage der einzelnen Punkte 
auf der Zeichnung vermutet werden kann. Die Schnittpunkte 
der Strahlen werden durch feine Nadelstiche dauernd bezeichnet. 
In Fällen, in denen es nicht möglich ist, einzelne Punkte 
von beiden Standpunkten aus anzuvisieren, wird die Punkt- 
bestimmung durch Ziehen nur eines Strahls und Messung der 
Entfernung ausgeführt, was allerdings sehr zeitraubend ist.^) 
Direkte Messung von Entfernungen wird man auch bei Punkten 
anwenden müssen, die sich, vielleicht durch GeläDdehindemisse 
verdeckt, überhaupt nicht anvisieren lassen. Zwei auf der Karte 
schon vorhandene Punkte z. B. 2 und 3, Fig. 126, werden dann 
durch eine Gerade verbunden, und die betreffenden Punkte von 
dieser Geraden aus durch Abszissen und Ordinaten aufgenommen. 

§ 75. Das Stationieren. 

Eine Probe für die Richtigkeit der einzelnen Punkt- 
bestimmungen ist darin zu finden, daß man den Meßtisch noch 
auf einem dritten Geländepunkt, dessen Lage auf dem Meßtisch- 
blatt auch bereits gegeben ist, aufstellt und auch von hier aus 
die Strahlen nach den einzelnen Punkten zieht. Erst dann, 
wenn die drei entsprechenden Strahlen sich überall in einem 
Punkte schneiden, ist die Richtigkeit der erhaltenen Figur 
verbürgt. 

Da Strahlen mit Schnittwinkeln von weniger als 30® keine 
genaue Punktbestimmung zulassen, bei einer Aufnahme von nur 
zwei Standpunkten aus jedoch kaum zu vermeiden sein werden, 
so wird auch aus diesem Grunde die Benutzung weiterer Stand- 
punkte erforderlich sein. 

Die Bestimmung der Lage neuer Standpunkte auf dem 
Meßtischblatt, das Stationieren, kann in erster Linie nach demr 

1) Häufig wird die Entfernungsmessung mit Hilfe des Bistanz messers 
(vgl. § 112) ausgeführt werden können, und dann ist diese Methode der 
Polarkoordinatenmessung sehr bequem. 
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selben Verfahren ausgeführt werden , das zur Bestimmung der 
Geländepunkte dient; und das der Theodolitaufnahme ent- 
sprechend als Vorwmrtsahschneiden bezeichnet werden kann. Es 
ist jedoch erforderlich ^ fQr alle Punkte ^ die später als Stand- 
punkte des Meßtisches dienen sollen ; die Anschnitte der be- 
stimmenden Strahlen am Rande auszuziehen, um ein genaues 
Anlegen der Eippregel späterhin zu Ermöglichen. So ist in 
Fig. 126 der Punkt P als neuer Stationspunkt durch Vorwärts- 
abschneiden bestimmt worden. 

Häufig kann die Punktbestimmung nach dem Verfahren 
des Sdtwärtsabschneidens auch bei der Meßtischaufnahme mit 
Vorteil angewendet werden. Die Aufgabe wird hier am ein- 
fachsten so gestellt, daß nicht die Lage eines Punktes P (Fig. 127), 






\ 




P^o 


a. 


h 


" 


\ 



-^J8 



Fig. 127. 



sondern die eines beliebigen in der Nähe von P gelegenen 
Punktes auf dem Meßtischblatt gefanden werden soll. Es sind 
hierzu wieder zwei Geländepunkte A und B als Punkte a und h 
der Karte gegeben, ein Punkt P im Gelände durch eine Bake 
bezeichnet. Die Messung im Punkte A ist dieselbe wie beim 
Vorwärtsabschneiden. Auf dem von A nach P gezogenen Strahl 
wird ein vermutlich in der Nähe von P liegender Punkt mit p^ 
bezeichnet und hierauf der Meßtisch mit p^ über P durch die 
Richtung nach A orientiert. Zieht man nun den Strahl hBy 
so erhält man den Punkt p^j und durch Herabloten desselben 
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den Punkt P^, der dann als Stationspunkt verwendet werden 
kann. 

Nicht immer wird die Bestimmung weiterer Stationspunkte 
nach diesen Verfahren angängig sein, da bei ihrer Anwendung 
übersichtliches Gelände vorausgesetzt wird. Im andern Falle 
wird man die Längenmessung zu Hilfe nehmen, und durch 
Strecken- und Winkelmessung entweder geschlossene Polygone 
oder zwischen schon vorhandenen Stationspunkten Polygonzüge 
konstruieren. 

Sind Ä, B, C, D und E in Fig. 128 Punkte, die als 
Stationspunkte dienen sollen, und deren Aufnahme nur durch 
ein Polygon möglich ist, so wird man zunächst eine Seite, 
etwa AB, messen und im gewählten Maßstab auftragen. Hier- 
auf wird man den Tisch über B mit ha orientieren, den Strahl 
hc ziehen und die ge- 
messene Strecke BC auf 
dem Strahl absetzen, wo- 
durch der Punkt c er- 
halten wird. Das Ver- 
fahren wird auf den / 
Punkten C, D und E 
wiederholt und jedesmal / 
die vorhergehende Poly- ^^^ 
gonseite zur Orientierung 
des Tisches benutzt. Auf 
dem Punkte E erhält 
man jedoch durch die 
Visur nach A infolge der 

Messungsfehler nicht wieder den Punkt a, sondern einen Punkt a', 
so daß aa den Abschlußfehler des Polygons bezeichnet. 

Man könnte nun diesen Schlußfehler auf graphischem Wege 
nach demselben Verfahren beseitigen, das numerisch bei der Be- 
rechnung geschlossener Polygone angewendet wurde (S. 94). Hier 
wird der Abschlußfehler jedoch fast ausschließlich den Fehlem der 
Winkelmessung zuzuschreiben sein, da die Fehler der Strecken- 
messung selten im Maßstabe der Karte bemerkbar sein werden. 
Es gelingt deshalb in den meisten FäUen, den Abschlußfehler 
durch gleichmäßige Änderung der Polygonwinkel zu beseitigen. 
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Fig. 128. 
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Um den Gesamtbetrag a des Winkelabschlußfehlers zu finden, 
ist es notwendig, den Meßtisch auch auf A jedoch mit (x und 
der Richtung a'e zu orientieren und nach 1& einen Strahl zu 
ziehen ; der ah unter dem Winkel a schneidet. Der Winkel a 
ist gleichmäßig auf die fünf Polygonwinkel zu verteilen, so daß 

12 3 

in Fig. 128 z. B. hc um — «, cd um — «, de um '—a usw. rechts- 
läufig zu drehen ist. Ifach der Drehung ist dann noch eine 
Parallelverschiebung der Polygonseiten erforderlich, um ihre 
Endpunkte wieder zusammenfallen zu lassen. 

Sollte nach der Ausgleichung des Wintelfehlers noch ein 
kleiner, der Streckenmessung zuzuschreibender Abschlußfehler 
übrig bleiben, so wird man ihn am besten auf diejenigen Polygon- 
seiten verteilen, die parallel der Richtung des Abschlußfehlers 
laufen. 

Dasselbe Verfahren ist anzuwenden, wenn zwei schon auf 
der Zeichnung vorhandene Punkte A und B (Fig. 129) durch 

einen Polygonzug verbunden 
1^ ^-D werden. Zur Orientierung des 

Zuges ist auf dem ersten Stand- 
punkt die Visur nach einem 
weiteren gegebenen Punkt G 
Fig. 129. erforderlich, während zur Fest- 

stellung des Winkelabschluß- 
fehlers der Tisch auf dem Endpunkt des Zuges nach der 
letzten Polygonseite zu orientieren und wieder die Visur nach 
«inem gegebenen Punkt D zu ziehen ist. 

Die Orientierung des Meßtisches wird sehr erleichtert, wenn 
die Kippregel mit einem Orientierkompaß versehen ist, der in 
einem Kästchen auf dem Kippregellineal befestigt ist. Nach der 
Orientierung des Tisches auf dem ersten Standpunkt läßt man 
die Magnetnadel einspielen und bezeichnet die Lage des Kipp- 
regellineals durch zwei Anschnitte. Wird der Meßtisch nun an 
einer beliebigen andern Stelle aufgestellt, so braucht man zu 
seiner näherungsweisen Orientierung nur die Kippregel an die 
Anschnitte zu legen und ihn solange zu drehen, bis die Magnet- 
nadel einspielt. 
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§ 76. Größere Meßtischaufnahmen. 

Die Ausführung einer Meßtischaufnahme auf weit aus- 
gedehntem Gebiet macht die vorhergehende Bestimmung einer 
großen Anzahl von Stationspunkten erforderlich. Die fort- 
gesetzte Anwendung der Methode des Vorwärts- und Seitwärts- 
abschneidens, die man als eine graphische Triomgulation be- 
zeichnen kann, führt bei aller Vorsicht und Sorgfalt zu einer 
allmählichen Häufung der Messungsfehler, die schließlich größere 
Abweichungen auf der Zeichnung hervorruft. Auch durch die 
Größe des Meßtischblattes wird einer solchen Triangulation sehr 
bald die Grenze gesetzt. In solchen Fällen muß der Meß- 
tischaufnahme eine Triangulation mit Hilfe des Theodolits 
vorausgehen, durch die die rechtwinkligen Koordinaten einer 
großen Anzahl von Dreieekspunkten bestimmt werden. Ist 
das Maßstabverhältnis der Aufnahme festgesetzt, so wird hier- 
nach das ganze Gebiet in einzelne Meßtischblätter zerlegt, 
deren Grenzen am besten den Koordinatenachsen parallel laufen. 

Die Vorbereitung der 
Meßtischblätter für die Feld- 
arbeit besteht zunächst in 
dem Auftragen der ge- 
gebenen Dreieckspunkte 
nach ihren Koordinaten. 
Die Anzahl der auf das 
einzelne Blatt fallenden 
Punkte wird bei dem für 
geometrische Karten in 

Anwendung kommenden 
großen Maßstabe sehr ge- 
ring sein. Um die Vorteile, .._L 
die die Anschnitte für die 
genaue Orientierung des 
Meßtisches bieten, auch hier ausnutzen [zu können, wird man 
sie durch Rechnung ermitteln und 'eintragen. 

Liegt z. B. in Fig. 130 ein Blatt einer im Maßstabe 1 : 2500 
auszuführenden Meßtischaufnahme vor, auf dem die beiden 
Dreieckspunkte 27 und 28 liegen, so wird es zweckmäßig sein, 

Egge'rt, G-eodäsie. 12 
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die Anschnitte für die Verbindungslinie der beiden Punkte zu 
berechnen. Die Koordinaten der beiden Punkte seien: 

27: y = + 1310,86 2; = + 3327,94 
28: y = + 2117,25 x^ + 3175,46 . 

Führen wir zur Bestimmung der beiden Anschnitte nach 
Fig. 130 die Bezeichnungen x und x' ein, so ist 

und mit den obigen Zahlenwerten erhält man 

a: = + 3348,90 a;' =- + 3122,00 . 

Nach demselben Verfahren wird man auch Anschnitte für 
solche Strahlen berechnen, die nach den auf Nachbarblättem 
gelegenen Punkten führen, wobei man namentlich solche Punkte 
auswählen wird, deren Sichtbarkeit auf größere Entfemimg ver- 
bürgt ist, wie z. B. Kirchturmspitzen. 

§ 77. Punktelnschaltung. 

Die wenigen auf einem Blatt liegenden Dreieckspunkte 
werden als Standpunkte des Meßtisches bei der Einzelaufhahme 
nicht genügen und man wird gezwungen sein, noch weitere 
Stationspunkte einzuschalten. Die verschiedenen Methoden des 
Stationierens, die wir schon kennen gelernt haben, werden hier- 
bei zur Anwendung kommen. Es ist jedoch noch ein Ver- 
fahren, das Rückwärtseinschneiden, nachzutragen, das den andern 
in bezug auf Bequemlichkeit und Einfachheit der Ausführung 
weit überlegen ist, da bei der Anwendung desselben der Meß- 
tisch an beliebiger Stelle im Gelände orientiert werden kann« 
Voraussetzung ist hierbei, daß von dem betreffenden Gelände- 
punkte aus drei auf dem Meßtischblatt vorhandene Dreiecks- 
punkte sichtbar sind. 

Von den vielen Lösungen der Aufgabe des Rückwärts- 
einschneidens auf dem Meßtisch sollen im folgenden zwei an- 
gegißben werden, die man mit Vorteil gemeinsam, sich gegen- 
seitig ergänzend, anwenden kann* 



§ 77. PankteinschiEtltung.' 



179 



4f. 



VN 






1* 




/ ■^ 
/ /• 

1/ 


V 


^ 
\ 




A 




PC 

/ 1 


\ 


\ 




M 




• / 




^ 


^ 


M 




/f 






^ 


/ \b 


/ 


^ / 






\0^v 


1 \ 


/ 


1 






t 


\. ff / 1 


/ 


/ 






s 
\ 


^ / / 




1 






\ 


Xv / 1 / 




/ 






\ 


\ '\X^ 




1^ 




















Ja' 







Fig. 131. 



Die erstere, von dem sächsischen Major Lelmwmn (geh, 
1765 in Baruth, gest. 1811 in Dresden) gefundene Lösung be- 
ginnt mit «iner vorläufigen nach Schätzung ausztiführendeö 
Orientierung des Meß- 
tisches. In Fig. 131 ^ 
mögen dbc auf dem 
Meßtisch die drei 
Dreieckspunkte ABC 
darstellen^ die von dem 

Stationspunkt aus 
sichtbar sind. Würden 
bei richtiger Orien- 
tierung des Meßtisches 
die drei Strahlen aA, 
IB und cG mit Hilfe 
der Kippregel gezogen^ 
so würden sie sich in 
einem Punkte c? schnei- 
den. Nach der vor- 
läufigen Orientierung 

werden die drei Visierstrahlen sich in der Regel nicht in einem 
Punkt schneiden, sondern ein /i?ÄZer;e:ei^mrfes Dreieck dVc bilden- 
Da die Abstände des Stationspunktes von den drei Dreieckspunkten 
ABO im Verhältnis zu denen des Punktes d von a!Vc sehr 
groß sind, so werden die Winkel zwischen den Visierstrahlen 
sowohl bei der genäherten als bei der richtigen Orientierung 
dieselben sein, so z. B. die beiden Winkel y in Fig. 131. Man 
kann infolgedessen durch die vier Punkte dhdd einen Kreis 
legen, woraus folgt, daß a =? /3' ist. Ebenso läßt sich zeigen, 
daß «'==/, also auch a ^= ßf =^ y ist. Bezeichnet man *mit 
s^, s^ und s^ die Abstände der Fußpunkte der drei Lote Ä^, \ 
und h^ von a, h und ö, so ist 

(1) • K'h'K = s^'h'S,. 

Anstatt der drei Entfernungen s^, s^ und s^ können auch 
die Abstände der Punkte abc von der Mitte des fehlerzeigenden 
Dreiecks genommen werden, so daß die Verhältnisse h^ : ä^ : h^ 
bekannt sind. Es ist dann leicht, durch mehrere Versuche den 

12* 
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Punkt d zu finden, der die Bedingung (1) erfüllt. Ist d ge- 
funden, so wird der Meßtisch mit Hilfe eines Yisierstrahls z. B. 
da orientiert. Hierauf wird man noch feststellen, ob auch die 
Punkte dbB und dcC in Geraden liegen, wodurch die Richtig- 
keit der Orientierung geprüft wird. 

Die zweite hier zu. behandelnde Lösung der Aufgabe des 
Rückwärtseinschneidens verdanken wir dem württembergischen 
Astronomen Bohnenberger (geb. 1765 zu Simmotzheim, gest 
1831 zu Tübingen). Auch hiemach wird der Meßtisch zu- 
nächst näherungsweise orientiert und durch Ziehen der drei 
Strahlen aA, bB, cC das fehlerzeigende Dreieck ab'c erhalten 
(Fig. 132). Das Verfahren wird wiederholt, nachdem der Tisch 

mit der Feinbewegung ein 
wenig gedreht ist, und gibt 
ein zweites fehlerzeigendes 
Dreieck a'V'c\ Die Winkel 
a, ß und y zwischen den 
Visierstrahlen werden aus 
demselben Grunde wie zuvor 
in beiden Dreiecken dieselben 
sein, so daß man durch die 
Punkte abcc", acW und 
bca'a" je einen Kreis legen 
kann. (Fig. 132 ist der 
Deutlichkeit wegen verzerrt 
gezeichnet, so daß die Be- 
ziehungen nicht zutreffen.) 
Der gesuchte Punkt d muß im Schnittpunkt der drei Kreise 
liegen, da die Strahlen sich in d auch unter denselben Winkeln 
schneiden. War die erste Orientierung nicht allzu ungenau, so 
werden die fehlerzeigenden Dreiecke sehr klein werden, und die 
drei Kreisbogen a'a\ b'V und c'c" können durch ihre Sehnen 
ersetzt werden. Man braucht also nur die entsprechenden Eck- 
punkte der beiden Dreiecke zu verbinden, um als' gemeinsamen 
Schnittpunkt der drei Verbindungslinien den gesuchten Punkt d 
zu erhalten. Die Orientierung des Tisches und die Prüfung der 
Punktbestimmung erfolgt wie vorher. 

Das Z^mawwsche Verfahren ist größerer Genauigkeit fähig, 




Fig. 132. 
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als das von Bohnenherger, nach letzterem läßt sich der Punkt d 
jedoch schneller finden. Es wird deshalb häufig von Vorteil 
sein, die ungefähre Lage des Stationspunktes nach Bohnenberger, 
seine genaue Lage nach Lehmann aufzusuchen. 

Daß die Punktbestimmung durch Rückwärtseinschneiden 
ungenau oder unmöglich wird, wenn die vier Punkte aicd in 
der Nähe eines Kreises oder auf einem Kreise liegen, trifft hier 
ebenso zu, wie bei der Theodolitmessung. 

unter Anwendung der verschiedenen Methoden des Ein- 
schneidens und der graphischen Konstruktion von Poljgonzügen 
wird es immer möglich sein, in das Netz der gegebenen Drei- 
eckspunkte eine so große Anzahl von Stationspunkten ein- 
zuschalten^ daß von diesen aus die eigentliche Meßtischaufnahme 
erfolgen kann. Bei der Ausfährung derselben findet das, was 
über die Aufiiahme einfacher Figuren mit dem Meßtisch be- 
reits gesagt ist, Verwendung. Schwierigkeiten entstehen bei 
der Aufnahme sehr unübersichtlicher Geländeabschnitte, wie z. B. 
geschlossener Ortschaften. Um den hier notwendig werdenden 
vielen Stationierungen, durch die die Messung außerordentlich 
schwerfällig wird, aus dem Wege zu gehen, ist es besser, außer- 
halb der Ortschaft eine genügende Anzahl von Stationspunkten zu 
bestimmen, diese durch ein Netz von Messungslinien zu verbinden 
und die Einzelaufnahme nach rechtwinkligen Koordinaten aus- 
zuführen. 



10. Kapitel. 

FlächeninlLaltsbereclmungen. 

§ 78. Verwendung der Messungszahlen. 

Außer der Gestalt der einzelnen durch Messungen auf- 
genommenen Figuren spielt ihr Flächeninhalt eine wichtige 
Rolle, häufig bildet er sogar den Hauptzweck einer Aufnahme. 
Die Berechnung des Flächeninhalts erfolgt am zuverlässigsten 
lediglich aus den bei der Messung erhaltenen Längenmaßen, 
da in diesem Falle das Resultat nur durch die Messungsfehler 
beeinflußt wird. Müssen die zur Flächenermittlung notwendigen 
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Längenmaße aus der Karte mit einem Maßstab entnommen 
werden, so wird die Berechnung um so ungenauer, je kleiner 
^^ der Eartenmaßstab ist. 

Bei den von einer einzigen Ab- 
szissenachse aus aufgenommenen Figuren 
' ergibt sich die Flächenbestimmung 
durch Zerlegung in Dreiecke und Tra- 
peze von selbst. Eine elegante Methode 
zur Berechnung des Flächeninhalts eines 
Polygons aus den Koordinaten seiner 
Eckpunkte hat C. F. Gauß angegeben. 
■f-y Aus der nebenstehenden Fig. 133 erhält 
j,. jgg man für den Inhalt J des Polygons 

ly 2 * ' ' n den Ausdruck 

ri) ^^^ ^^^ ~ ^^^ ^^"^ "^ ^^^ "^ ^^^ " ^^^ ^^^ + ^s) + • • • 

und hieraus durch Herausziehen der einzelnen Faktoren y 

2e7'= y^ (x^ - x^) + y, (x^ - x^) + y» (x^ — ^4) + * ' * 



» = n 



(2) = 2 «/<(««-! -aJj+i)'. 

1 = 1 
In derselben Weise gibt (1) durch Herausziehen der Faktoren x 

2J"= x^ (yj - y„) + afj (y^ - y^) + x^ (y^ - yi) ■ ■ ■ 



n 



(3) -^^i(yi+i-yi-i)' 



» = 1 



Für den speziellen Fall des Vierecks findet sich aus beiden 
Formeln übereinstimmend 

(4) 2J= (y^ - y^){x^ - x^) + {y^ - y^){x^ - x^). 

Nicht immer werden die Koordinaten aller Eckpunkte einer 
Figur bekannt sein. Es ist zwar immer möglich, sie durch 
Rechnung aus dem Liniennetz nach Art der Kleinpunkts- 
berechnung (§ 7) zu ermitteln, jedoch würde eine solche Be- 
rechnung für die Flächenbestimmung zu umständlich sein. Man 
zieht es deshalb vor, die Karte zu Hilfe zu nehmen und ge- 



§ 19, Graphische Flächenberechnung. 
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r-^^. 




Fig. 134. 



gebenen Falles nur einzelne Längen aus dön Messungen selbst 
Äu entnehmen. In Fig. 134 seien die Koordinaten der vier Eck- 
punkt.e 1, 2, 3, 4 des ganzen Vier- 
ecks gemessen, während zur Be- 
stimmung der Punkte 5, 6, 7, 8 nur 
die Strecken 1 — 6, 6 — 5, 5 — 2, 3—7 
usw. gemessen seien. Zur Berechnung 
des Flächeninhalts J^ benutzen wir 
die gemessenen Strecken a und b 
und greifen in der Karte die beiden 
Höhen h^ und Ä^ ab, woraus wir erhalten 

(5) 2J^^ah^ + hh,. 

Die Fehler in h^ und Ä^ sind wesentlich größer als die in a und 
b] da jedoch die Strecken a und b bei langgestreckten Figuren 
klein sind, so hängt die Genauigkeit von J^ fast nur von der 
Oenauigkeit der Größen a und b ab und diese Methode der 
Flächenberechnung steht deshalb der obigen wenig nach. Beim 
Abgreifen von h^ und Ä^ ist mit Hilfe des Quadratnetzes (vgl. 
S. 165) die Änderung des Papiers festzustellen und jede abge- 
griifene Länge zu verbessern. 



§ 79. Graphische Flächenberechnung. 

Steht für die Flächenberechnung die Karte allein zur Ver- 
fügung, so werden die Figuren in Dreiecke zerlegt, deren Grund- 
linien und Höhen mit einem Maßstab ermittelt werden. Statt 
der Zerlegung eines Vielecks in 
mehrere Dreiecke ist in manchen 
Fällen eine Umwandlung desselben 
in ein Dreieck gleichen Inhalts durch 
einfache graphische Konstruktion 
vorzuziehen. 

Zur unmittelbaren Bestimmung 
des Flächeninhalts von Dreiecken 
dient eine auf den Eigenschaften der 
gleichseitigen Hyperbel beruhende 
Hilfstafel. Für jeden Punkt einer 
gleichseitigen Hyperbel (Fig. 135) ^ig. 135. 
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Vig. 186. 



gilt in bezug auf die Asymptoten als Koordinatenachsen xy = C. 
Alle Dreiecke^ deren Eckpunkte auf der Hyperbel und den beiden 
Koordinatenachsen liegen und deren eine Seite parallel einer 

Koordinatenachse ist^ haben infolge- 

dessen den Inhalt — . Die Hilfstafel 

Fig. 136 enthält eine Schar von gleich- 
seitigen Hyperbeln auf Glas gezeichnet, 
deren jeder der Wert des halben Para- 
meters beigeschrieben ist. Wird die 
Glasplatte auf ein in der Karte ent- 
haltenes Dreieck in der vorgenannten 
Lage aufgelegt; so kann der Inhalt 
desselben unmittelbar abgelesen wer- 
den. In Fig. 136 ist J = 50,0. 

Bei ganz unregelmäßig begrenzten Figuren ist die Zerlegung 
in Dreiecke zu schwerfällig, weshalb man hier eine rein mecha- 
nische Bestimmung des Flächeninhalts vorzieht. Ein einfaches 

Hilfsmittel hierfür bildet die 
Planimeterharfe, Fig. 137, ein 
System äquidistanter Paral- 
lelen, die entweder auf einen 
Rahmen gespannte Fäden oder 
auf Pauspapier gezogene Linien 
sind. Durch Auflegen der 
Parallelen auf die Karte wird 
ein beliebiges Vieleck in eine 
Reihe von Flächenstreifen zerlegt, die mit geringer Vernach- 
lässigung als Trapeze angesehen werden können. Bezeichnet 
man die mittleren Längen der einzelnen Trapeze mit 2^ Jj * * * 
und den Abstand der Parallelen mit d, so ist 

(1) J=d'^l. 

Die einzelnen l werden mit einem Zirkel abgegriffen und zu- 
gleich mechanisch addiert, soweit es bei mäßiger Zirkelöffnung 
möglich ist. Durch Verkleinerung von ä kann die Flächen- 
berechnung bis zu jedem beliebigen Grade von Genauigkeit ge- 
bracht werden. Die Anwendung der Harfe ist jedoch nur bei 
langgestreckten Vielecken von geringer Breitenausdehnung be- 
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quem; es empfiehlt sich^ bei größeren Figaren zunächst eine 
Zerlegung in Dreiecke Vorzunehmen, diese besonders zu berechnen, 
und nur die Abweichungen der Yielecksfläche von den Drei- 
ecken mit Hilfe der Harfe zu bestimmen. 



-t-x 




Fig. 138. 



§ 80. Theorie der llmfahrnngsplaniineter. 

Die Flächenermittlung beliebig gestalteter Vielecke laßt 
sich in bequemster Weise durch die sogenannten ümfahrungs* 
planimeter ausführen, bei denen 
die ganze Tätigkeit des Rechners 
darin besteht, einen Fahrstiß Q 
auf der XJmgrenzungslinie des Poly- 
gons vollständig herumzuführen. 
Zur Darstellung der allgemeinen 
Theorie der Umfahrungsplanimeter 
nach Bunge möge in Fig. 138 ein 
Stab SQ aus seiner ursprünglichen 
Lage nach S' Q' verschoben wer- 
den und dabei die unendlich kleine Fläche df beschreiben. Die 
rechtwinkligen Koordinaten o?, y und x, y' der beiden Punkte 
5 und Q erleiden hierdurch die Veränderungen dx^ dy und dx'j 
dy. Aus 61. (4) § 78 ist 

2df^ {y — y' — dy){x + dx — x') + {x +dx—x) {y + dy — f) 

und mit Vernachlässigung der Glieder zweiten Grades 

2df'= {x dy — i/dx) — ■ {xdy — ydx) — ydx — xdy + x'dy+ydx' 

oder 

(1) 2df= (xdy' — ydx) — (xdy — ydx) + d(xy) — d(xy') . 

Die beiden ersten Elammerausdrücke rechts stellen die doppelten 
Flächen der Dreiecke OQQ' und OSS' dar. 

Beschreiben bei der weiteren Bewegung des Stabes die 
Punkte S und Q die geschlossenen Figuren G und J und kehren 
wieder in die Anfangslage zurück, so erhält man durch Inte- 
gration der vorstehenden Gleichung (1) rechts 2J— 26r, da das 
bestimmte Integral der beiden letzten Glieder bei der Rückkehr 
zu den Ausgangspunkten verschwindet. Es ist also 

(2) F^J-G. 
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Pig. 139. 



§ 81. Das Polarplanimeter. 

Eine schöne Anwendung findet diese Grundgleichung in 
dem von Amsler in Schaffhausen im Jahre 1856 erfundenen 
Polarplanimeter. Zwei Stäbe p und r (Fig. 139) sind durch ein 

Scharnier S miteinander verbunden. 
Der Endpunkt P ist auf der Zeich- 
nungsebene befestigt, während der 
)Q' Endpunkt Q mit einem Fahrstift 
/q versehen ist. Im Abstände q von 
8 ist auf der Verlängerung von r 
eine Rolle befestigt, die sich um r 
als Achse dreht. Wird Q beliebig 
auf der Zeichnungsebene bewegt, so wird die Rolle zum Teil 
gleiten, zum Teil sich drehen. Verschiebt man r parallel, so 
wird an dem Rollenumfang nur der senkrechte Abstand dh ab- 
gewickelt, während bei einer Drehung von r um den feststehend 
gedachten Punkt S^ um den Winkel dtp die Rollenabwicklung 
qd(p erfolgt. 

Wird der Fahrstift Q nach Q^ bewegt, so denken wir uns 
diese Bewegung entstanden durch eine Parallelverschiebung des 
Fahrarms um dh und eine Drehung desselben um dg>. Diese 
beiden Bewegungen sollen positiv sein, wenn sie im Sinne der 
Pfeilrichtuügen erfolgen. Die von r beschriebene Fläche ist dann 

(1) df^rdh+\r^dq>. 

Die Abwicklung da des Rollenumfangs ist bei dieser Bewegung 

(2) , da = dh — qdq)y \ 
also 

(3) df = rda + (rq + \r^)d<p . 

Umfährt Q eine fläche J, die den Pol P nicht einschließt, 
so bewegt S sich auf einem Kreisbogen mit dem Radius p, um- 
fährt also die Fläche & - . Nach (2) § 80 (S. 185) ist in- 
folgedessen das^tegral von (3) 

(4«^) F=ra+ (rq + jr^)fd(p = J 

und da bei der Rückkehr in die Anfangslage /rfg? = ist, so wird 
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(5«) J=ra. 

Umfährt Q eine Fläche, die den Pol P einschließt, so be- 
schreibt S einen Kreis <7 mit dem Badins p, und es ist 

{i^) F~ ra + (rq + ^r^)fd<p - / - (? 

und da G = p'nr, fdtp = 2x ist, so erhalten wir 
(5»') 7= ra + 7t(r^ + p» + 2rq). 

Es ist leicht einzusehen, daß die Entwicklung auch gilt, 
wenn die ßollenachse nicht mit r zusammenfällt, sondern nur 
parallel r ist, wie es bei der wirklichen Ausfflhrung des Instru- 
ments immer der Fall ist^. 

In Fig. 140 ist ein Polarplanimeter von Coradi in Zürich 
abgebildet. Der Fahrarm Ä und der Polann P sind durch das 
Scharnier D miteinander verbunden, während der Pol anf einer 
zylindrischen Messingacbeibe h befestigt ist. An Stelle deB 
Fahrstiftes f gleitet ein Stift s auf der Papierfläche; die Spitze 



des Fahrstiftes berührt das Papier nicht. Die Abwicklung « an 
der Rolle wird hier nicht, wie es in (5») und (ö**) vorausgesetzt 
ist, in Längenmaß, etwa in mm ermittelt, sondern durch Zählung 
der Roilenumdrehungen, die an einem Zählwerk und einem 
Noniua c bis auf -„. einer Umdrehung abgelesen werden. Aus 
den Ablesungen vor und nach der Umfahrung wird die Differenz 
a' gebildet, und wenn q den RoUenradins bezeichnet, so ist 
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(6) a=^a'^^' 

^^ 1000 

Die Abbildung zeigt, daß die Länge r des Fahrarms durch 
Verschiebung in der mit der Rollenachse verbundenen Hülse 
verändert werden kann. Zur jedesmaligen Ermittlung von r 
dient eine Einteilung in halbe Millimeter, die sich auf der Ober- 
fläche des Fahrarms befindet, und ein mit der Hülse verbundener 
Nooius n. Bezeichnet Cq die Ablesung am l^onius für den 
(nicht möglichen) Fall, in dem der Fahrstift mit der Schamier- 
achse zusammenf ällt, so ist für jede andere Ablesung e die Fahr- 
armlänge in mm 

(7) r = i(e-eo). 
Für (5*) erhalten wir hiermit 

Die beiden Instrumentkonstanten e^ und q können durch 
direkte Messung nicht genügend genau ermittelt werden. Ist 
der Flächeninhalt J einer Figur genau bekannt, und wird diese 
Figur bei zwei möglichst verschiedenen Fahrarmeinstellungen 
e^ und Cg umfahren, so ergeben sich die beiden Gleichungen 

1000 + a, 6ft = a\ e, 

— —1000 + a^e^^a^e^, 

aus denen q und e^ berechnet werden können, e^ ist in der 
Begel wenig von Null verschieden. 

In der geodätischen Praxis wird das Polarplanimeter zur 
Ermittlung des Flächeninhalts in qm auf einer Karte im Maß- 
stab — benutzt. Unter Festhaltung der bisherigen Maßeinheiten 

und unter Einführung von Tc = t|x^ ist dann 

(10) J - a\e - e,)lc ^~,. 

Ist also beim Umfahren einer Figur die Rollenumdrehung a 
gefunden worden, so ist diese mit dem Faktor 

(11) w' = (« - «o) * iSöö« 

za multiplizieren, um die Fläche anzugeben. Man bezeichnet lo 



(9) 
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als den Wert der Nonitiseinheit bei der Fahrarmeinstellung e und 
dem Eartenmaßstab — Durch passende Wahl von e hat man 

es in der Hand^ w auf einen bequemen runden Wert zu bringen. 

Hierzu hat man 

,-Qv . w 1000* 

(12) ^="^o + T-E^- 

Für das der hiesigen geo^tischen Sammlung gehörige 
Polarplanimeter Nr, 6623 von Coradi wurde ermittelt 

^ = + 0,75 Ä - 33^^ - 0,02990, 

SO daß 

e = + 0,75 + 33,45 ^ 1000* 
' ' ' ' m* 

ist. 

Soll z. B. für Messungen auf einer Karte im Maßstab 1 : 2000 
w = 20 qm werden, so ist der Fahrarm auf e « 168,00 ein- 
zustellen. * 

In derselben Weise wie die Eonstanten e^ und q bestimmt 
man auch die in (5^) auftretende Konstante ;r(r*+jP* + 2rg). 
Es läßt sich übrigens zeigen, daß der Ausdruck den Flächen- 
inhalt eines Kreises darstellt, dessen Radius gleich dem Abstand 
des Fahrstifts vom Pol ist, wenn die Rollenebene durch den 
Pol geht. 

§ 82. Das Stangenplanimeter. 

Eine zweite eigentümliche Anwendung findet die Gleichung 
(2) § 80 S. 185 JP- J^- ö in der Theorie des von Ä Pryiz 
im Jahre 1886 erfundenen 



Stangenplanimeters (Fig. 141). ^jor ^ 

Dieses besteht lediglich aus yjjy ^ 

einem Fahrarm, der in S ein ^V- r ^a 

Badchen und in Q einen Fahr- ^' 

stift trägt. Die Peripherie des ersteren ist mit einer Schneide 

versehen, deren Ebene durch den Fahrstift geht. 

Wird mit dem Fahrstift eine Figur J (Fig. 142) vollständig 
umfahren, so beschreibt die Schneide den Weg S^S^S^^ und 
wenn hierauf durch Drehung des Fahrarms um Q die Schneide 
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Fig. 142. 



nach S^ zurückgeführt ist, do hat auch S. eine geschlossene 
Figur G beschrieben und es ist nach (2) § 80 S. 185 

F^J-G. 

Auf die von dem Fahrarm be- 
schriebene Fläche wenden wir wie- 
der die Gl. (1) § 81 S. 186 an, 
wonach 

rf/*« rdh + —r^d<p 

ist. Während die Schneide den 
Weg SqS^S2 beschreibt, bleibt dh 
beständig gleich Null, es kommt 
also für diesen Teil des Weges nur das zweite Glied der obigen 
Differentialgleichung in Betraeht. 

Den Übergang des Fahrarms von QS2 nach QSq zerlegen 
wir in unendlich kleine Bewegungen, die wir uns wie in Fig. 139 
S. 186 aus Parallelverschiebungen und Drehungen entstanden 
denken. Hierfür ist dann dh = rda^ also wird für die ganze 
Bewegung des Fahrarms 

(1) F - r^fda + ^r^fdtp . 

Da r wieder in die Anfangslage zurückkehrt, so ist Jdq> = 0, alsa 

F=r^a und J==7^a+G^ 
oder auch 

(2) J=rS^,+ G. 

Bei kleinen Figuren wird es genügen, statt des Bogens SqS^ 
die Sehne /So^2 einzuführen, also zu setzen 



(3) 



J = rSo/S2+ G. 



Für die praktische Anwendung zur Flächenberechnung muß 
die Fläche von G auf anderem Wege, etwa mit einer Planimeter- 
harfe bestimmt werden. Auch kann eine kleine Hilfstabelle angelegt 

werden, die für jede Sehne SqS2 die Länge des Bogens S^S^ 
angibt, wenn man nicht nach der Näherungsformel (3) 
rechnen will. 
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Durch passende Wahl der Aufangsstellnng von r ist es 
möglich^ G näherungsweise gleich Null zu machen, so daß das 
erste Glied von (2) bzw. (3) den Flächeninhalt angibt. Man 
erreicht dies nahezu dadurch^ daß man Q in die Mitte der Figur 
setzt {ff in Fig. 142), auf der Geraden in der Richtung von r 
nach der XJmgrenzungslinie fährt, und nach der Umfahrung der 
Figur auf derselben Geraden in den Ausgangspunkt zurück- 
kehrt. Die Schneide S beschreibt hierbei eine verschränkte 
Figur, deren Teilflächen sich näherungsweise aufheben. 



II. Abschnitt. 



Höhenanfnahmen. 

11. Kapitel. 

Das geometrisclie Nivellement. 

§ 83. Das NiYelllergerät nnd sein Oebraneh. 

Die einfachen Hilfsmittel, die zur Bestimmung des Höhen- 
unterschieds zweier Punkte nach der Methode des geometrischen 
Nivellements notwendig sind, bestehen in einer Visiervorrichtung, 
deren Visierachse horizontal gestellt werden kann, dem Nivellier^ 
instrument, und einer eingeteilten Skala, der NivdlierlaMe. 
Das Prinzip der Ausführung einer solchen Messung werde in 

Fig. 143 erläutert, in der 
der Höhenunterschied der 
Oberflächen zweier Steine 
bestimmt werden soll. Da 
die unmittelbare Messung 
von Höhenunterschieden 
durch geometrisches Nivellement nur auf kurze Entfernungen 
ausführbar ist, so werden in Abständen von rund 100 m Hilfs- 
punkte oder WechsdpunMe angenommen, in denen nacheinander 
die Nivellierlatte lotrecht aufgestellt wird. Zur Bestimmung 
des Höhenunterschieds zweier aufeiuanderf olgenden Wechsel- 
punkte wird das Nivellierinstrument zwischen denselben auf- 
gestellt und die Visierhöhe in bezug auf den am unteren Ende 
der Latte befindlichen Nullpunkt der Lattenteilung abgelesen. 
Werden die Ablesungen im Rückblick und Vorblick mit 
r^rg •• • VjVj • •• bezeichnet, so sind die Höhenunterschiede der 
einzelnen Wechselpunkte 




Fig. 148. 



§ 83. Das Nivellierger&t und e 

AA, = r, — r, 

AA, = r, — Vg 



and der gesuchte Höhenunterschied der beiden Endpunkte ist 
Afl = AAi H-AA, + -- = ^AA. 
Abgesehen von einigen kleinen NiTellierinstrnmenteti, die 
fUr den Freihandgebrauch bestimmt sind und die später noch 
erwähnt werden sollen, wird als Visier Vorrichtung das mit einem 
Fadenkreuz ausgestattete Fernrohr und zum Wagrechtstellen der 
Yisierachae die Höhrenlibelle benutzt. Zwei Grundformen des 
NivellierinstrumentB, das norddeutsche und das Sicklerache, sind 
in Fig. 144 u. 145 dargestellt. In beiden Fällen dreht sich das 



Fernrohr mit der Libelle um eine Stehacbse, die vermittelst 
dreier Fußsohrauben lotrecht gestellt werden kann. Während 
aber in Fig. 144 das Fernrohr und die Libelle mit der Steh- 
achse starr verbunden sind, ist in Fig. 145 das Femrohr um 
eine Kippachse drehbar und kann zusammen mit der Libelle 
vermittelst einer aufrechtstehenden Kij^schrauhe, deren ge- 
ränderter Kopf links sichtbar ist, innerhalb mäßiger Grenzen 
geneigt werden. Die abgebildeten Listrumente sind aus der 
Werkstätte von Th. Hosmherg in Berlin hervorgegangen. 

Die verschiedenartige Konstruktion bedingt einen ver- 
schiedenartigen Gebrauch der als justiert vorausgesetzten In- 
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strumente. Wird bei dem ersteren mit Hilfe der Eöhr^ibelle 
nach S. 71 die Steha^hse lotrecht gestellt, so ist hiermit auch 
zi^leich eine wagrechte Lage der Yinierachse erreicht, das In- 
strument also gebrauchsfertig aufgestellt. Bei der zweiten Grund- 



form dagegen wird die Stehachse nur näherungaweise unter An- 
wendung der Dosenlibelle lotrecht gestellt; die horizontale L^e 
der Visierachse wird dann unmittelbar vor jeder Äblesimg da- 
durch erzielt, daß man die Röhrenlibelle mittelst der Kippschraube 
zum Einspielen bringt. 

An weiteren Einzelheiten der Konstruktion zeigen beide 
Instrumente eine Klemme nebst Feinbewegnng, die zum Nivellieren 
zwar nicht erforderlich, aber bequem sind. Ein in Fig. 145 auf 
dem Femrohr mittelst doppelten Kugelgelenks angebrachter 
Spiegel gestattet dem Beobachter, die Einstellung der Libelle 
vom Okular aus zu Dberseben. 

Die Nivdlierlaite, das zweite wesentliche Hilfsmittel bei der 
Ausführung von Kivellement«, besteht aus einer Holzlatte von 
3—4 m Länge und zirka 10 cm Breite, die mit einer Zentimeter- 
einteilung versehen ist. Um die Dentlicbkeit nicht zu stören, 
iet die Bezifferung nur bei den Dezimeterstrichen angebracht 
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Fig. 146. 



Eiiie einfache Strichteilung ist für den vorliegenden Zwect nicht 
geeignet, da die Breite der Striche die Schätzung der Millimeter 
erschwert. Dieser TJbelstand tvird beseitigt, wenn statt der 
Strichteilung eine Felderteilung angewendet wird, wie sie in zwei 
verschiedenen Anordnungen aus Fig. 146 ersichtlich ist. In der 
ersteren Form zeigt sich zugleich das Be- 
strehen, die Übersicht so viel als mög- 
lich zu erleichtern. Für die Bezifferung 
gilt der Grundsatz, daß jede Zahl zu dem 
Dezimeterfelde gehört, innerhalb dessen, 
sie selbst steht; hiervon abweichende Be- 
zifferungen können bei kurzen Zielweiten 
infolge des kleinen Fernröhrgesichtsfeldes 
Anlaß zu groben Ablesefehlern geben. In 
Fig, 146 sind zu der eigentlichen Be- 
zifferung noch die dekadischen Ergän- 
zungen der Dezimeterzahlen hinzugefügt, 
auf deren Verwendung später näher ein- 
gegangen werden soll. Zur äußeren Ausrüstung einer Nivellier- 
latte gehören noch zwei Handgriffe und eine seitlich oder an der 
hinteren Fläche angebrachte Dosenlibelle, die das Lotrechthalten 
der Latte ermöglicht. 

Auch Nivellierlatten machen eine Prüfung der Lattenlänge 
erforderlich, namentlich dann, wenn größere Höhenunterschiede 
auftreten können. Jedoch kommt hier als Ursache der Längen- 
änderung nur die Wirkung der Luftfeuchtigkeit in Frage, wäh- 
rend bei Meßlatten auch leicht Ändeiningen in der Lage der 
Endbeschläge eintreten. Für die vorliegenden Zwecke wird es 
deshalb genügen, die Latte für längere Zeit als unveränderlich 
anzusehen, und es ist dann nur die einmalige Bestimmung der 
Länge des Lattenmeters notwendig. Man verwendet hierzu ent- 
weder ein Normabneter mit Strichteilung oder auch ein solches 
mit Endschneiden in Verbindung mit dem zur Prüfung der 
M^ßbandlänge auf S. 11 erwähnten kleinen Hilfsmaßstab. 

Znfii Aufstellen der Latte in den Wechselpunkten genügt 

ein kurzer Holzpflock, der durch den Lattenträger so tief in 

den Boden geschlagen wird, daß ein Nachsinken unter dem 

Druck der Nivellierlatte nicht eintreten kann. Bequemer ist es, 

13* 
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eine Fußplatte zu benutzen, eine runde Eisenplatte von etwa 
10 cm Durchmesser, die unten drei kurze Füße und oben einen 
halbkugeb'g abgerundeten Knopf trägt, auf den die Latte auf- 
gesetzt werden kann. Werden die Füße fest in den Boden ge- 
drückt, so bietet die Fußplatte einen außerordentlich sicheren 
Stützpunkt zum Aufsetzen der Latte. 



§ 84r Jnstiernng der einfachen Niyelllerinstnimeiite. 

Die beiden auf S. 193/194 erläuterten Nivellierinstrumente 
wurden bisher als justiert angesehen. Es ist nun zu unter- 
suchen, welchen Bedingungen in diesem [Falle die einzelnßn 
Achsen der Instrumente unterliegen, und auf welche Weise die 
Bedingungen durch die Justierung erfüllt werden können. 

Bei der norddeutschen Form des Nivellierinstruments wird 
die Stehachse mit Hilfe der Röhrenlibelle lotrecht gestellt und 
hierauf die Lage der Visierachse als wagrecht angenommen. 
Es ergeben sich also für das justierte Instrument die beiden 
Bedingungen: 

1. Die Libellenachse muß normal zur Stehachse stehen. 

2. Die Visierachse muß bei lotrechter Stehachse wag- 
recht liegen. 

Diesen beiden Forderungen entsprechend sind zwei: Justier- 
vorrichtungen vorgesehen, die eine zum Verstellen der Libelle, 
die andere zum Verstellen des Fadenkreuzes. Die hierzu dienenden 
Justierschrauben sind in Fig. 144 deutlich erkennbar. Die 
Justierung der Libelle in bezug auf die Stehachse ist bereits 

S. 71 allgemein behandelt und 
kann hiernach ausgeführt 
werden. 

Dem zweiten Teil der 
Justierung muß eine Hilfs- 
messung vorangehen, die die 
Bestimmung des Höhenunter- 
schiedes zweier Punkte im 
Abstand von 60 — 80 m be- 
zweckt. Diese beiden Punkte Ä und B (Fig. 147) werden durch 
Pflöcke oder Fußplatten bezeichnet, und das Nivellierinstrument 




Fig. 147. 
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wird so aufgestellt^ daß die lotrechte Stehachse gleichweit von 
den beiden Punkten A und B entfernt ist. Durch Abschreiten 
kann die hierzu erforderliche Genauigkeit erreicht werden. Die 
Yisierachse habe bei lotrechter Stehachse eine gegen die Hori- 
zontale geneigte Lage und man finde für die beiden Punkte A 
und B die Lattenablesungen l^ und l^. Da s^^s^, so ist der Höhen- 
unterschied AÄ=« l^ — l^' Es folgt hieraus der wichtige Satz, daß 
der Höhenunterschied auch bei nicht justierter Visierachse fehler- 
frei gefunden wird, wenn die Zielweiten im Vor- und Rückblick 
gleich sind. Bei einer zweiten Aufstellung des Instruments mit 
möglichst ungleichen Zielweiten ^i und s'^ erhalte man die Ab- 
lesungen l[ und 1%, Aus den vier Ablesungen lassen sich die- 
jenigen berechnen, die der wagrechten Lage der Visierachse 
entsprechen. Werden diese mit Vi und Vi bezeichnet, so ergibt 
sich aus ähnlichen Dreiecken 

^ / ^ « ^--7 -, - ^ , also ii =* ?i + -^— S , - - Si . 

^1 *i — *2 *1 — *2 . 

Wird durch Verschiebung des Fadenkreuzes die Visierachse 
auf die berechnete Ablesung Vi eingestellt, so ist die Justierung 
erledigt. Durch eine dritte Aufstellung mit anderen Ziel- 
weiten wird die Richtigkeit der Justierung geprüft. Es mag 
noch bemerkt werden, daß streng genommen die Zielweiten ^i 
und 8% vom vorderen Brennpunkt des Objektivs aus zu messen 
sind, da sich beim Verstellen des Fadenkreuzes die Visierachse 
um einen Punkt der vorderen Brennebene dreht. Praktisch 
spielt dies indessen keine Rolle. 

Zur Vereinfachung des Verfahrens wird immer die Annahme 
zulässig sein, daß die Visierachse durch die Mitte der Objektiv- 
fassung geht. Steht dann bei der zweiten Aufstellung das In- 
strument unmittelbar hinter dem Punkte B, so kann die Höhe 
des oberen und unteren Randes der Objektivfassung an der Latte 
abgelesen werden, und das Mittel beider Ablesungen gibt Zg. 
Da Si = 0, so ist Vi =^1'^ + Ah. 

Beim praktischen Gebrauch des norddeutschen Nivellier- 
instruments ergibt sich die Schwierigkeit, daß das strenge Lot- 
rechtstellen der Stehachse sehr zeitraubend isi Es wird deshalb 
meistens die Stehachse nur näherungsweise lotrecht gestellt und 
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yor jeder Ablesung die Libelle mit einer Pußschraube zum Ein- 
spielen gebracht. Auch hierbei erhält man eine horizontale 
Lage der Visierachse, allerdings unter der Voraussetzung, daß 
letetere der Libellenachse parallel läuft. Ist eine Kreuzung 
zwischen beiden Achsen vorhanden, so wird ein Teil derselben 
sich als Neigung der Visierachse äußern. Der Fehler wird 
jedoch von verschwindendem Einfluß sein, wenn die Stehaehse 
nicht wesentlich von der Lotrichtung abweicht. 

Diese zweite Art des Gebrauchs des Nivellierinstruments 
liegt der ÄMferschen Konstruktion (Fig. 145) zugrunde. Zur 
näherungsweisen Lotrechtstellung der Stehachse dient hier die 
Dosenlibelle, und die Kippschraube zur Einstellung der Libelle 
vor jeder Ablesung. Für die Justierung gibt es deshalb, ab- 
gesehen von der Dosenlibelle, nur die eine Forderung, daß bei 
horizontaler Lage der Visierachse die Libelle einspielt. Das 
Verfahren zur Wagrechtstellung der Visierachse ist dasselbe wie 
beim norddeutschen Instrument, nur erfolgt hier das ISinstellen 
auf die berechnete Ablesung li' mit Hilfe der Kippschraube. 
Wird hierauf die Libelle mit ihrer Justierschraube zum Ein- 
spielen gebracht, so ist die obige Forderung erfüllt. 

Einige weitere Formen von Nivellierinstrumenten . werden 
am Schluß dieses Kapitels Berücksichtigung finden. Zunächst 
wenden wir uns den praktischen Anwendungen des geometrischen 
Nivellements zu. 

§ 86. Niyellementszüge. 

Über das Verfahren des Nivellierens bleibt zu dem bereits 
Gesagten wenig hinzuzufügen. Wenn auch die Justierung des 
Nivellierinstruments unter allen Umständen vor . Beginn der 
Arbeit ausgeführt werden muß, so wird man doch, um kleine 
Reste von Fehlern unschädlich zu machen, möglichst gleiche 
Ziel weiten anwenden. Die Größe der Ziel weite richtet sich nach 
der Vergrößerung des Fernrohrs; in der Regel werden auf Ent- 
fernungen von 50 m noch Millimeter geschätzt werden können. 

Eine wesentliche Vereinfachung der Berechnung des Nivelle- 
ments gewährt die Benutzung der dekadischen Bezifferung der 
Latte bei der Ablesung. Da die Differenz r — v bei wechselndem 
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Gelände teils positiy^ teils negativ wird^ so ist die Berechnung 
der Summe ^(r r— v) umständlich, und es liegt nahe, statt den 
negativen Differenzen ihre dekadischen Ergänzungen einzuführdti, 
um alle Subtraktionen in Additionen umzuwandeln. Dies erreicht 
mjän unmittelbar dadurch, daß man beim Yorblick stets in der 
dekadischen Bezifferung der Latte abliest^ 

z.B. Rückblick nach Wechselpunkt 3: 1,782 
Vorblick nach Wechselpunkt 4: ^ 7,964 

Ajfi = X 9^746 statt - 0,254. 

In dem nachstehenden Beispiel ist die Höhe des Punktes Ä 
über Normal-Null (N. N.) gegeben und ein Nivellementszug zur 
Bestimmung der Höhe des Punktes B ausgeführt. Als durch- 
greifende Prüfung und zugleich auch zur Erhöhung der Genauig- 
keit ist ein zweiter Zug von B nach A geführt, also eine voll- 
ständige NivellementsscMeife geschlossen. Das Beispiel zeigt auch 
die Aufschreibung der Ablesungen und die Berechnung des 
Nivellements in einem übersichtlichen Formular. 



Punkt Rückblick 



Vorblick 



Steigung 



Höhe 



Bemerkungen 



Ä 
1 
2 
3 
4 
5 
B 



B 
1 
2 
3 
4 
5 
A 



1. Nivellement. 



2,627 






25,826 


1,538 


X 8,692 


1,319 


27,145 


1,724 


X 8,675 


0,213 


27,358 


0,718 


X 9,057 


0,781 


28,139 


1,802 


X 8,294 


X 9,012 


27,151 


2,586 


X 8,655 


X 9,957 


27,108 




X 9,443 


2,029 


29,137 


10,495 


X 2,816 


3,311 


X 6,689 



3,311 







2. Nivellement. 


0,487 






29,137 


1,469 


X 7,232 


X 7,719 


26,856 


1,657 


X 8,603 


0.072 


26,928 


1,183 


X 9,071 


0,728 


27,656 


1,753 


X 8,441 


X 9,624 


27,280 


1,508 


X 8,081 


X 9,834 


27,114 




X 7,200 


X 8,708 
X 6,685 


25,822 
8,315 


8,067 


X 88,628 



X 6,685 



Die Höhen beziehen 
sich auf N. N. 
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AIb arithmetiBches Mittel aus beiden MeBSungen ergibt sich 
der Wert 29,139. Die vorstehende Tabelle gewährt bequeme 
Proben für die Richtigkeit der Berechnung durch Summierung 
der Spalten 2 bis 4, da die zweite und .dritte Spalte zusammen 
die Summe der Steigungen ergeben muß. Wird femer die 
Summe der Steigungen mit umgekehrtem Vorzeichen zur Höhe 
des letzten Punktes hinzugefügt, so muß die Ausgangshöhe 
wieder erscheinen, ein Beweis, daß alle Höhen richtig be- 
rechnet sind. 



§ 86« Nivellieren mit Meßproben. 

Ein weiterer Vorteil der dekadischen Bezifferung besteht 
darin, daß sie zur Prüfung der einzelnen Ablesungen benutzt 
werden kann. Wird bei jedem Blick an beiden Bezifferungea 
abgelesen, so müssen die Ablesungen sich zu Null ergänzen. 
Das Niederschreiben beider Ablesungen ist jedoch nicht nötig, 
da man davon eine nennenswerte Steigerung der Genauigkeit 
des Nivellements nicht erwarten kann. 

Einen vollkommenen Schutz gegen Ablesefehler bietet die 
dekadische Bezifferung nicht, ein solcher ist bequem durch Be- 
nutzung einer auf beiden Seiten geteilten Latte, einer Wende-- 
latte, zu erreichen. Ist der Nullpunkt der zweiten Seite gegen 
den der ersten um ein unrundes Maß, die Lattenkonstante, ver- 
schoben, so erhält man vollkommen verschiedene Ablesungen^ 
deren Differenz einen Ablesefehler sofort aufdeckt. In dem fol- 
genden Beispiel sind die Ablesungen beider Lattenseiten unter- 
einander geschrieben. Wird zu der ersten Ablesung die Kon- 
stante 3,035 bzw. ^ 6,965 hinzugefügt, so soll sich die zweite 
Ablesung ergeben. Die dabei auftretende Differenz vrird in die 
Spalte ,yProbe" eingetragen, was notwendig ist, um die Aus- 
rechnung der Probe nie zu vergessen. 

Da die Ablesungen vollkommen unabhängig voneinander 
sind, so ist ersichtlich, daß durch Mittelung der beiden Steigungen 
jedes Standes eine wesentliche Verfeinerung des Nivellements 
erzielt wird. Schon aus diesem Grunde ist das Mitführen der 
Zehntel-Millimeter bei der Berechnung erwünscht, unentbehrlich 
wird es aber, wenn die Rechenproben in derselben Weise an- 
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Punkt 


Rückblick 
(3,036) 


Vorblick 
(x 6,966) 


Probe 


Steigung 


Höhe 


Be- 
merknngen 


1 

2 

3 

BD 


1,728 
4,764 




+ 1 






14,2870 




1,629 
4,666 


X 8,643 
X 6,608 


+ 1' 


0,371 
0,372 


0,3716 
14,6686 




1,860 

4,886 


X 8,342 
X 6,306 






— 1 

+ 2 


X 9,971 
X 9,971 


X 9,971 
14,6296 




1,488 
4,618 


X 7,966 
X 4,923 


X 9,806 
X 9,808 


X 9,807 
14,4366 


1 


X 8,108 
X 6,072 


1 

i — 1 

1 

1 


X 9,691 
X 9,590 


X 9,5906 

i 14,0270 

1 ' 






26,622 X 73,968 


X 9,480 0,260 






X 9, 


480 


X 9,740 1 



gewendet werden sollen, wie bei dem einfachen Nivellement. 
Für den letzten Teil der Probe ist hier die Summe der Stei- 
gungen durch 2 zu dividieren. 

Steht eine Wendelatte nicht zur Verfügung, so kann die 
Ablesung an beiden Lattenseiten durch Benutzung doppelter 
Wechsel/punlde ersetzt werden, die in verschiedener Höhe liegen. 
Man verwendet hierzu entweder 
eine Fußplatte mit zwei ungleich 
hohen Knöpfen oder zwei in den 
Boden geschlagene Holzpflöcke. 
Die Meßprobe besteht dann darin, 
daß die zu einem Wechselpunkt 

Fig. 148. 

gehörigen Vorblicke dieselbe 

Differenz zeigen müssen, wie die Rückblicke, daß z. B. in Fig. 148 
^8 — t^3 = ^4 — ^4 sein muß. Man sieht jedoch, daß die Probe 
sich stets über zwei Aufstellungen des Instruments erstreckt und 
nicht eine sofortige Prüfung jeder Aufstellung zuläßt. 

Im übrigen hat man hierbei zwei nebeneinanderlaufende 
Nivellementszüge mit gemeinsamen Instrumentaufstellungen, wes- 
halb man auch im Feldbuch beide Züge getrennt nebeneinander 
aufschreiben wird. Es ist aber nicht zu übersehen, daß weder 
die Methode doppelter Wechselpunkte noch die der Wendelatte 
eine Nivellementsschleife ersetzen kann, in der allein die Un- 
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abhängigkeit beider Züge gewahrt ist. So bleiben %. B. bei den 
voirstehead^n Methoden diie Fehler unentdeekt, die^ au^ der Ver- 
nachlässigung der Libelleneinstellung hervorgehen. 

§ 87. Feblerfortpflanzung in Nivellementszugen. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daß der mittlere Fehler einer 
Lattenablesung nahezu der Zielweite proportional ist, so daß wir 

(1) |tt = s • c 

setzen können. Da der Höhenunterschied AÄ zweier Wechsel- 
punkte durch zwei Lafctenablesungen bestimmt wird, so ist 

(2) .ui=2.uS 

und wenn der Zug sich aus n Aufstellungen des Instruments 
zusammensetzt, so erhalten wir für den mittleren Fehler des 
ganzen Zuges 

(3) ibP = 2w^^ 

Wir bezeichnen mit Z die Länge des Zuges und finden, da 
L =? 'ins ist, 

oder nach (1) 

(4) 3I = VLsc, 

Hieraus gehen die beiden wichtigen Sätze hervor: 

Bei konstanter Zielweite s wächst der mittlere Fehler des 
Zuges mit der Quadratwurzel aus der Länge des Zuges, und 
bei konstanter Zuglänge mit der Quadratwurzel aus der Ziel- 
weite. . 

Hieraus erklärt es sich, daß man für Nivellementszüge die 
kurze Zielweite von rund 50 m wählt, die durch die Femrohre 
der Nivellierinstrumente keineswegs gefordert wird. Die Frs^e, 
ob man in einzelnen Fällen besser zu größeren oder kleineren 
Zielweiten übergeht, muß nach der gewünschten Genauigkeit 
und der verfügbaren Zeit erwogen werden. 

Die Genauigkeit von Nivellementszügen gibt man in der 
Regel durch den mittleren Fehler eines einmaligen Nivellements 
von 1 km Länge an. 



§ 87. Fehlerfortpflanz, in Nivellementsa. -r- |d8. Ubogen- u. Qnerprofile. ^03 

Mit den in § 83 S* 19S und! 194 beschriebenen kleinen 
Instrumenten kann der mittlere Eilometerfehler von + 10 mm 
bei Zielweiten von 50 m bequem innegehalten werden. 

Legen wir einem Nivellementszug yon l km liänge mit 
dem mittleren JB'ehler (i^ das Gewicht Eins bei^ so ist fär einen 
Zug von der Länge L (in km) 

(5) • ^f = ^fi ' - 

lind da auch 

ist, so wird 

Das Gewicht des Zuges kann somit gleich der reziproken Zug- 
länge angenommen werden. 

§ 88. Längen- nnd Querprofile. 

Höhenaufnahmen durch geometrische Nivellements werden 
kaum jemals im Zusammenhange auf größerem Gebiet aus- 
geführt. Ein Bedürfnis für solche genauen Aufnahmen liegt 
nicht in demselben Maße vor wie für Horizontalaufnahmen. 
Für ausgedehnte Höhenaufnahmen gelangen meistens andere 
Methoden zur Anwendung. Durch geometrische Nivellements 
werden immer nur diejenigen speziellen Höhen bestimmungen 
ausgeführt, die für technische Aufgaben gebraucht werden. Um 
aber auch in diesem Falle den einheitlichen Zusammenhang 
aller Höhenaufnahmen zu wahren, ist es wie bei den Horizontal^ 
aufnahmen notwendig, zunächst die Höhenlage einer Anzahl 
▼on Festpunkten in Abständen von 1 — 2 km zu bestimmen, au 
die die einzelnen Höhen messungen angeschlossen werden» Die 
Festlegung der Höhenmarken erfolgt durch NivellemfwtshoUm 
in fest fundierten Mauern von Gebäu- 
den öder in besonders zu diesem Zweck 
aufgestellten Sternen (Fig. 149). Die 
Höhenmarke wird in der Beseel durch „. , ,„ 

o Flg. 149. 

den höchsten Punkt einer kugeligen 

Fläche des Bolzens bezeichnet, auf die in bequemer Weise die 

Nivellierlatte aufgesetzt werden kann. Die einzelnen Höhen- 



ö 
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marken werden durch Nivellementszüge miteinander verbunden^ 
und diese bilden in ihrer Gesamtheit ein Nivellementsnetz^ das 
dem Dreiecksnetz der Horizontalaufnahme entspricht. Bei der 
Messung der Nivellementszüge finden die verschiedenen Methoden 
des Nivellierens Anwendung, die vorstehend erläutert wurden. 
In den einzelnen Polygonen des Nivellementsnetzes ergeben sich 
infolge der unvermeidlichen Messungsfehler Widerspräche, die 
durch eine Ausgleichung des ganzen Netzes beseitigt werden, 
müssen. Erst nach dieser Ausgleichung erhält man eindeutige 
Werte für die Höhenunterschiede der einzelnen Festpunkte, und 
wenn die Meereshöhe eines der letzteren, bzw. seine Höhe über 
der Normal -Nullniveaufläche bekannt ist, so können sämtliche 
Höhen hieran angeschlossen werden. 

Die Aufgaben der Technik machen entweder die Höhen- 
aufnahme langgestreckter Flächenstreifen erforderlich, wie beim 
Bau von Eisenbahnen, Straßen, Kanälen usw., oder die Aufnahme 
kleinerer geschlossener Flächen, wie bei der Ausfuhr ung kultur- 
technischer Arbeiten, oder endlich die Bestimmung des GeföUes 
von Wasserläufen für die Aufgaben des Wasserbaues. Für diese 
verschiedenen Arbeiten haben sich bestimmte Methoden ent- 
wickelt, die im folgenden erläutert werden sollen. 

Die Aufnahme von Längen- und Querprofilen beginnt mit 
der Absteckung der Längsachse, die in der Regel einen Polygon-^ 
zug bilden wird. Zur Bestimmung der Situation der Achse 
werden, sofern eine Karte des Geländes vorliegt, die Knickpunkte 
der Achse von Messungslinien aus aufgenommen, die entweder 
Polygonpunkte oder Kleinpunkte oder auch nötigenfalls andere 
in der Karte und in der Natur vorhandene Punkte verbinden. 
Ist keine Karte vorhanden, so ist die ganze Längsachse als 
selbständiger Polygonzug durch Winkel- und Streckenmessung 
aufzunehmen. 

Hierauf erfolgt die Einteilung der Achse durch Stations- 
punkte und Zwischenpunkte, deren Lage durch die Wahl der 
Querprofile oder durch Gefällwechsel bedingt wird. In der Regel 
wählt man für die einzelnen Stationspunkte, durch die auch die 
Querprofile gelegt werden, den Abstand von 100 m, wobei aber 
auch noch in einzelnen Zwischenpunkten je nach Bedürfnis 
Querprofile aufgenommen werden. Die Bezeichnung der Station»- 
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punkte und Zwischenpunkte geschieht durch kleine Holzpflöcke, 
die bis zum Kopf in den Boden geschlagen werden und durch 
daneben gesetzte Nummerpflöcke, auf denen die Nummer der 
Stationspunkte bzw. der Abstand der Zwischenpunkte vom vor- 
beigehenden Stationspunkt vermerkt ist. Die Querproflle werden 
rechtwinklig zur Längsachse abgesteckt und die Abstände ihrer 
einzelnen Punkte von der Achse durch Messung bestimmt. 

Das Nivellement der Längsachse wird in derselben Weise 
ausgeführt, wie die bereits S. 198 erläuterten Nivellementszüge. 
Zur Bestimmung der Höhen in bezug auf die allgemeine Normal- 
Nullniveaufläche ist ein Anschluß an die nächstgelegene Höhen- 
marke erforderlich. Kann auch zum Abschluß des Nivellements 
eine solche Höhenmarke benutzt werden, so genügt die einmalige 
Aufnahme des Längenprofils, während sonst eine Wiederholung 
der Messung unerläßlich ist. Als Wechselpunkte dienen die 
einzdnen Statiönspimkte, während die Zwischenpunkte durch 
Seitenblicke aufgenommen werden. Da die Höhenunterschiede 
hierbei nicht immer aus Zielweiten von gleicher Länge gebildet 
werden, so ist die sorgfältige Justierung des Nivellierinstruments 
notwendig. 

In dem nachstehenden Beispiel ist die Höhe des Anfangs- 
punktes durch ein Anschlußnivellemenfc ermittelt worden, und 
in der folgenden Tabelle ist das Nivellement der Längsachse 
wiedergegeben. 



Nr. 


Rückblick 


Vorblick 


Steigung 


Höhe 


Bemerkungen 





1,884 






82,232 


1 


2,575 


X 9,302 


1,186 


83,418 




2 } 1,360 


X 9,361 


1,936 


85,354 




2 + 78; (1,683) 


X 8,317 


X 9,677 


85,031 




3 , 0,342 


X 7,813 


X 9,496 


84,527 




8 + 44 


(1,850) 


X 8,160 


X 8,492 


83,019 




4 


2,887 


X 8,899 


0,749 


83,768 




ö 1 1,759 


X 9,739 


2,626 


86,394 




6 2,533 


X 9,305 


1,064 


87,458 




7 1,650 


X 9,831 


2,364 


89,822 




8 


X 9,462 


1,112 


90,934 




19,623 


X 90,179 


8,702 


- X 1,298 




B 8,7( 


92 


1 
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Die Ablesungen für die Zwischenpankte werden als Yor- 
blicke und Rückblicke eingetragen, woraus man den Vorteil er- 
halt, daß die Steigungen genau so bereclmet, werden können, 
als ob die Zwiscbenpunkte auch Wechselpunkte wären. Zum 
Unterschied von den wirklichen Wechselpnnkten sind die Rfick- 
blicke in Klammem gesetzt. 

Das Nivellement der Querprofile erfo^t getrennt von dem 
der Längsachse. In der Regel wird es bequem sein, filr jedes 
Profil eine besondere Aufstellung des Instruments vorzunehmen, 
nur bei sehr geringem Abstand der Profile wird die Aufnahme 
mehrerer Profile von einem 
Stande aus vorteilhaft sein. In 
den einzelnen Profilpunkten wird 
die Latte unmittelbar auf den 
Erdboden gesetzt, es genügt 
infolgedessen das Ablesen der 
Zentimeter; nur bei dem Punkt, 
der der Längsachse angehört 
und der ffir das Profil zugleich 
als Anschlußpunkt gilt, ist eine 
genauere Ablesung von Wert. Zum Aufschreiben der Ablesungen 
benutzt man am besten nicht ein Formular, sondern eine Skizze 




^*<T>f 



des Profils, in die die Längen- und Höhenmaße eingetragen 
werden. Die Skizze gibt den Anblick des Profils vom vorher- 
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gehenden aus gesehen wieder, Was zur Bestimmung von rechts 
und links zu beachten ist. Eine zweimalige^ unmittelbar auf> 
einanderfolgende Aufnahme jedes Profils bei verschiedener In- 
strumenthöhe liefert eine hinreichende Meßprobe ohne nennens^ 
wertfMi Zeitverlust. Die Ablesungen der zweiten Messung werden 
in Klammern beigefügt . (vgl. Fig. 150). 

In Fig. 151 ist auf Grund der Messungszahlen der Höhen- 
plan des Längenprofils entworfen. Die Darstellung ist so erfolgt, 
als ob alle Punkte in einer Vertikalebene lägen. Um die Höhen- 
unterschiede deutlicher hervortreten zu lassen, werden für die 
Höhen und Längen verschiedene Maßstäbe angewendet, so z. B. 
1 : 200 und 1 : 6000 (Fig. 151 ist auf die Hälfte verkleinert). 
Zugleich ist es bequem, alle Höhen um ein rundes Maß zu 
verkleinem, was um so weniger von Einfluß ist, als die einzelnen 
Höhen in die Zeichnung eingeschrieben werden. 

Die Querprofile werden in der Regel unverzerrt in passen- 
dem Maißstabe gezeichnet, damit der Bauentwurf unmittelbar 
eingetragen werden kann. 

§ 89. Flächennivellements. 

Zur Höhenaufnahme von Flächen, die sich nach beiden 
Richtungen hin ausdehnen, ist die Methode der Längen* und 
Querprofile weniger bequem als die Ausführung von Flächenr 
nivdlementSj bei denen die aufzunehmenden Punkte in Form 
eines quadratischen Rostes über die Fläche verteilt werden. 
Die Seiten der Quadrate erhalten je nach dem Zweck der Auf- 
nahme eine Länge von 10- — 20 m , bei gleichförmigem > Gelände 
werden jedoch auch größere Abstände am Platze sein. Die 
Eckpunkte sind lediglich durch Nummerpflöcke zu bezeichnen. 
Wird eine Horizontalaufnahme gleichzeitig ausgeführt, so sind 
geeignete Punkte des Quadratnetzes von den Messungslinien aus 
mit aufzunehmen; auch bei vorhandenem Lageplan ist das 
Quadratnetz durch Einmessung einzelner Nummerpflöcke an 
Punkte der Karte anzuschließen. 

Das Nivellement beginnt mit dem Anschluß an den nächst- 
gelegenen Festpunkt, von dem ein Nivellementszug nach dem 
Aufiiahmegebiet geführt wird. Hier werden die einzelnen Ge- 



208 11* Kapitel. Das geometrische Nivellement. 

ländepunkte^ die Ecken des Quadratnetzes^ als Zwischenpunkte 
aufgenommen^ für die, da die Latte unmittelbar auf den Boden 
gesetzt wird, die Ablesung der Zetitimeter genügt. Nur bei 
den Wechselpunkten, die zum Übergang von einer Aufstellung 
zur andern dienen, ist die genaue Ablesung notwendig, um 
einer Häufung der Fehler vorzubeugen. Das Aufschreiben er- 
folgt in dem bisher benutzten Formular, in dem die bequemen 
ßechenproben die geringe Mehrarbeit der doppelten Aof- 
schreibung jeder Zwischenpunktsablesung sehr wohl recht- 
fertigen. Durch den Abschluß des Nivellements bei einer zweiten 
Höhenmarke wird eine Meßprobe für die Wechselpunkte, nicht 
aber für die Zwischenpunkte erlangt; es ist deshalb eine Wieder- 
holung der ganzen Aufnahme erforderlich. 

Das Flächennivellement unter Anwendung eines quadratischen 
Rostes erfreut sich großer Beliebtheit infolge der bequemen 
Eintragung der Höhenaufnahme in den Lageplan. Zur genauen 
Darstellung des Geländereliefs ist es nicht das geeignetste Ver- 
fahren, da die Eckpunkte der Quadrate nicht immer die 
charakteristischen Punkte des Geländes treffen werden. Für 
eine genaue Höhenauinahme ist deshalb die Auswahl der Punkte 
lediglich in Rücksicht auf die Bodengestaltung zu treffen, so 
daß nicht nur die Verbindungslinien der Punkte in der Gelände- 
oberfläche liegen, sondern auch die Flächen der von ihnen ge- 
bildeten Dreiecke und windschiefen Vierecke. Eine Zerlegung 
der Geländeoberfläche in ebene Dreiecke würde ausreichend sein, 
jedoch bietet die Hinzuziehung des in welligem Gelände oft 
genug vorkommenden windschiefen Vierecks in vielen Fällen 
eine Vereinfachung der Aufnahme, indem es mehrere Dreiecke 
ersetzen kann. Bei der Horizontalaufhahme der ausgewählten 
Geländepunkte sind ihre Verbindungslinien in einer Skizze zur 
Darstellung zu bringen, damit nicht bei der häuslichen Be- 
arbeitung durch falsche Verbindungen ein der Natur nicht 
entsprechendes Relief entsteht. Die Schwerfälligkeit eines 
Flächennivellements nach zerstreuten Pwnkten liegt in der 
Horizontalaufnahme derselben, die ein besonderes Netz von 
Messungslinien erforderlich macht. Es eignet sich deshalb dieses 
Verfahren mehr für die später zu behandelnden tachymetrischen 
Höhenaufnahmen. 
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Die aus dem Flächennivellement hervorgehenden Höhen der 
Geländepunkte bedürfen ebenfalls der bildlichen Darstellung, um 
für praktische Zwecke verwendbar zu sein. Die zeichnerische 
Wiedergabe liegt hier nicht so nahe, wie bei den Profilen, es 
muß vielmehr eine besondere Methode angewendet werden, die 
Methode der Höhenhurven oder Niveaukmven. Denken wir uns 
Parallelflächen zum Geoid in regelmäßigen lotrechten Abständen 
z. B. von 10 zu 10 m gelegt, so schneiden diese die physische 
Erdoberfläche in Kurven, die lediglich von der Gestalt der 
letzteren abhängig sind. Werden diese Kurven auf die Geoid- 
fläche projiziert und im Lageplan dargestellt, so lassen sie die 
Geländeformen deutlich erkennen. Diese Methode wurde von 
dem Geographen JBuache im Jahre 1752 zum ersten Male zur 
Darstellung der Tiefen des Kanals benutzt und 1771 durch den 
französischen Privatgelehrten Du Ca/rla auch für die Wiedergabe 
der Höhen in Landkarten in Vorschlag gebracht. Seit dieser 
Zeit hat die Methode der Höhenkurven allgemeine Verbreitung 
gefunden. 

Zur Konstruktion der Höhenkurven werden zunächst die 
Höhen aller Punkte in den Lageplan eingetragen und die Schnitt- 
punkte der Kurven. mit den Quadratseiten durch Interpolation 
aufgesucht. Da im Falle des quadratischen Bostes die Eck- 
punkte ohne Rücksicht auf die Geländeformen gelegt werden, 
so köjAien die Geländeflächen innerhalb der Quadrate auch 
keinesfalls als windschiefe Vierecke angesehen werden, und es 
genügt deshalb, die auf den Quadratseiten gefundenen Kurven- 
punkte durch je einen abrundenden Zug zu verbinden, der als 
Höhenkurve angesehen werden kann. Den wirklichen Höhen- 
kurven wird xnan durch dieses Verfahren um so näher kommen, 
je kleiner die Quadratseiten sind. 

Anders ist es bei der Aufnahme nach zerstreuten Punkten, 
bei der die Flächen der Dreiecke und windschiefen Vierecke 
sich dem Gelände mit großer Annäherung anschmiegen und 
deshalb eine genauere Konstruktion der Höhenkurven notwendig 
machen. Die Fläche eines windschiefen Vierecks ABCD 
(Fig. 152), dessen Horizontalprojektion Ä B' C D' ist, wird 
durch eine Gerade PQ beschrieben, die die Seiten BC imd AD 
stets nach demselben Verhältnis teilt. (In der Mathematik wird 

Eggert, G-eodäeie. 14 
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Mg. 152. 



diese Fläche als ein hyperbolisches Paraboloid bezeichnet.) Die 
Höhenkurven erhält man dadurch^ daß man ihre Schnittpunkte 

mit der Geraden PQ in jeder Lage der letzteren 
durch Interpolation bestimmt. Die Kurven 
bilden innerhalb eines Vierecks, wie leicht 
nachzuweisen ist, Hyperbeln. 

Auch die Aufnahme von Längen- und 
Je Querprofilen kann zur Konstruktion von Höhen- 
kurven verwendet werden. Jedoch ist es hierzu 
notwendig, daß bereits bei der Wahl der Punkte 
in den Querprofilen auf die Verbindung der 
Profile durch Dreiecke und windschiefe Vier- 
ecke soweit als möglich Rücksicht genommen 
wird, weil sonst der Verlauf der Kurven zwischen den Profilen 
sich schwer ermitteln läßt. 

Es wiederholt sich hierbei stets die Aufgabe, eine gerade 
Linie, deren Endpunktshöhen gegeben sind, derartig einzuteilen, 
daß die Teilpunkte bestimmten Höhen entsprechen, um die 
Lösung dieser Aufgabe zu erleichtern, ist eine große Anzahl 
von mechanischen Hilfsmitteln konstruiert worden, von denen 
in Fig 153 der Schichtensucher von Hamann in Friedenau bei 
Berlin dargestellt ist. Das Lineal a ist mit dem Lineal 6 durch 

ein Scharnier verbunden, dessen Zen- 
trum eine Durchbohrung ' enthält. 
Diese wird auf den Endpunkt A der 
vorliegenden Linie gebracht und das 
Lineal o an & so angelegt, daß man 
an dem Zeigerstrich die Höhe 71,1 
des Punktes Ä abliest Hierauf wird 
6 verschoben, bis der Zeiger auf der 
Höhe 49,8 von B steht, und das Lineal a soweit gedreht, daß 
es durch B geht. Wird nun der Maßstab festgehalten und der 
Zeiger der Reihe nach auf 50,0, 55,0 usw. eingestellt, so zeigt 
die Kante von a unmittelbar die gesuchten Teilpunkte der 
Linie AB. 

% 90. Gefällmessangen. 

Im Wasserbau spielt die Ermittlung des Spiegelgefälles 
fließender Gewässer eine wichtige Rolle, Seine Bestimmung 
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durch ein Nivellement ist ohne weiteres ausführbar, wenn für 
längere Zeit der Wasserspiegel als unveränderlich angesehen 
werden kann; ein gewöhnliches Längennivellement längs des 
Ufers, verbunden mit der Messung der Abstände der Latten- 
aufstellungen, genügt hierzu. Bei kleinen Bächen mit stärkerem 
Gefälle wird man auf diesem Wege immer eine genügende 
Genauigkeit erzielen. Anders ist es aber bei größeren Wasser- 
läufen mit schwachem Gefälle, bei denen Hebungen und Sen- 
kungen des Wasserspiegels das letztere beträchtlich beeinflussen. 
Hier ist zunächst eine Stationierung etwa mit Abständen 
von 100 m durch kleine Pfähle, die im Wasser unmittel- 
bar am Ufer stehen, auszuführen. Durch ein Längennivelle- 
ment werden die Höhen aller Pfahlköpfe bestimmt, und es 
sind dann nur noch gleichzeitig ihre Höhen über dem Wasser- 
spiegel mit einem kleinen Maßstabe zu messen, um das Gefälle 
zu finden^ wozu allerdings ein großes Gehilfenpersonal erforder- 
lich wird. Ist der Beobachter auf einen Gehilfen allein an- 
gewiesen, so bleibt nur die Annahme übrig, daß die Änderungen 
des Wasserspiegels überall dieselben und der Zeit proportional 
sind. Werden dann die Höhen der Pfahlköpfe über dem Wasser- 
spiegel von Pimkt zu Punkt gleichmäßig fortschreitend auf dem 
Hinwege und auf dem Rückwege gemessen, so entspricht das 
arithmetische Mittel beider Messungen unter der obigen An- 
nahme einer gleichzeitigen Beobachtung auf allen Punkten. 

§ 91. Nivellierinstrumente mit Bingfemrohr. 

Bei zwei weiteren Grundformen des Nivellierinstruments ist, 
wie die Fig, 154 u. 155 zeigen, das Fernrohr mit zylindrischen 
Ringen versehen, mit denen es in y-förmigen Lagern ruht. Da 
hierbei eine Drehung des Fernrohrs um die RingcLchse möglich 
ist, so tritt als erste Bedingung für die Justierung dieser In- 
strumente die Parallelstellung der Visierachse und der Ringachse 
oder das Zentrieren des Fadenkreuzes auf. Die Parallelität beider 
Achsen spricht sich dadurch aus, daß ein mit dem Fadenkreuz 
eingestelltes entferntes Ziel beim Drehen des Femrohrs um die 
Ringachse im Gesichtsfelde seine Lage gegen das Fadenkreuz 
nicht ändert 

U* 
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Zur Zentrieriing des Fadenkreuzes werden am besten die 
beiden Fäden nacheinander in ihre richtige Stellung gebracht. 
Wird mit dem Horizontalfaden an einer Nivellierlatte abgelesen 
und die Ablesung nach Drehung um die Ringachse um ISO" 
bei sonst unveränderter Stellung des Instrumenta wiederholt, so 
ist der Faden mit den Justierschrauben auf das arithmetische 
Mittel heider Ablesungen einzustellen. Dieselbe Justierung ist 



mit dem Yertikall'aden auszuführen. Da die optische Achse des 
Objektivs in der Regel nicht mit der Ringachse zusammenfallen 
wird, so ist bei der Zentrierung des Fadenkreuzes die Latte in 
größerem Abstand vom Instrument aufzustellen; es genQgt aber 
auch, statt der Latte einen beliebigen entfernten Zielpunkt ein- 
zustellen, statt der zweiten Ablesung den Abstand des Fadens 
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vom Zielpunkt zu schätzen und die Zentrierung durch sukzeBsire 
AimähentDg auszuführen. 

Der weaentliche Unterschied beider Instrumente besteht in 
der Befestigung der Libelle auf dem Fernrohr. In Fig. 154 ist 
eine Reiterlibelle auf die Ringe des Fernrohrs lose aufgesetzt, 
während in Fig. 155 eine Wendelibelle starr mit dem Fernrohr 
verbunden ist. 



Betrachten wir zunächst das Nivellierinstrument mit Ring- 
femrohr und Beit^libdle (Fig. 154). Nach der Zentrierung des 
Fadenkreuzes ist die Kreuzung der Libellen- und Bingachae zu 
beseitigen und es sind beide Achsen einander parallel zu stellen. 
Sind die beiden Ringdurchmesser gleich, so können die Ringe 
als einem Zylinder angehörig betrachtet werden, und die Justierung 
entspricht dann der S. 69 und 70 behandelten Aufgabe. 

Ist endlich, wie in Fig. 154, keine Kippschraube rorhanden, 
so muß noch die Forderung erfüllt werden, daß der Winkel 
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zwischen der Ringachse und der Stehachse ein rechter ist. 
Hierzu ist eine geringe Drehung des ganzen oheren Teiles des 
Instruments um eine in der Mitte liegende Eippachse mit Hilfe 
zweier Justierschrauhen ausführbar, die unter den beiden Fem- 
rohrträgern sichtbar sind. 

Die Annahme, daß beide Ringe ein und demselben Zylinder 
angehören, wird nicht immer streng erfüllt sein, weshalb eine 
Prüfung der Ringe auszuführen ist. Denken wir uns in Fig. 156 
die Ringe, ihre Lager und die Libellenfüße in die Zeichnungs- 







Fig. 156. 



ebene hineingedreht, so ist zunächst einleuchtend, daß die drei 
Linien ÄÄ', BB' und MM' sich in einem Punkt schneiden. 
Hebt man die Libelle auf, vertauscht die Ringe des Fernrohrs 
in ihren Lagern durch Umlegen desselben und setzt die Libelle 
in unveränderter Lage wieder auf, so erleidet die Linie AÄ 
eine Neigungsänderung von 2y, die durch die Bewegimg der 
Luftblase gemessen werden kann. Werden die Radien der Ringe 
mit B und r bezeichnet, so ist 

AM' — AM R — r 1 
a = 



ß- 



l Z sin qp ' 

B'M'—BM B-r 1 



l l sin i/> 

und 

' ^ l \sin qp sin i/>/ 

Hieraus findet sich 

sinil) 
' sin qp -f- sih i/> 

Ist y in Teilen der Libellenskala gegeben, so kann a in 
derselben Einheit berechnet werden. Wird die Libelle justiert, 
so erzielt man nur, daß AA' parallel der Libellenachse wird; 
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soll jedoch die Bingachse horizontal gestellt werden^ so ist der 
Libelle der Ausschlag a zu geben. 

Nach dem Vorstehenden läßt sich auch leicht die Differenz 
ü — r berechnen, da l meßbar ist. 

-r, ^ 1 7 sin qp sin 'ib 

Jti — r^yl —z = yl - — —. — r-^ • 

'11 ' sing? + smi/; 

sin qp sin 1/) 

An dem Nivellierinstrument Nr. 6268 von Fennd in Cassel, das 
der hiesigen geodätischen Sammlung angehört, wurde festgestellt, 
daß der Ring am Objektivende größer als der am Okularende ist 
und daß y = 0,125 Libellenteilen ist. 

Durch direkte Messung ergab sich 9 =* 49^, ^ = 46^, 
l = 190 mm und hieraus a = 0,061 Libellenteilen. Die Un- 
gleichheit der Ringe kann demnach bei der Justierung vernach- 
lässigt werden. 

Um auch noch JB — r berechnen zu können, wurde die 
Angabe der Libelle zu 22'' bestimmt, womit y = 2,75" wird. 
Mit Hilfe der vorstehenden Gleichung ergibt sich iJ — r = 0,93|Lt 

Den Vorteil der einfachen Justierung behält das Instrument 
auch dann noch, wenn die Libelle mit dem Ringfernrohr fest 
verbunden ist, da in § 31 S. 70 gezeigt wurde, wie auch in 
diesem Falle die Horizontalstellung der Zylinderachse ausführbar 
ist. Die feste Verbindung von Libelle und Fernrohr ist sogar 
der losen vorzuziehen, da selbst bei der justierten Reiterlibelle 
Sandkörner unter den Libellenfüßen leicht den Parallelismus der 
Libellen- und Ringachse stören können. Um auch dem Einfluß 
verschiedener Ringdurchmesser Rechnung tragen zu können, 
wird solchen Instrumenten in der Regel noch eine besondere, 
für die Prüfung bestimmte Reiterlibelle beigefügt. 

Bei dem Nivellierinstrument mit Ringfernrohr und Wende- 
libelle (Fig. 155) ist die Ringachse als Drehachse aufzufassen 
und die Justierung der Libelle nach S. 71 auszuführen. Da 
diese Justierung von der Gestalt des Rotationskörpers unabhängig 
ist, so ist die Gleichheit der Riugdurchmesser nicht erforderlich. 

Auch hier ist, wenn die Kippschraube fehlt, die Ringachse 
senkrecht zur Stehachse zu stellen. 

Den Anlaß zur Konstruktion der Instrumente mit Ring- 
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fernrohr gab nicht in erster Linie die Möglichkeit einer bequemen 
Justierung, sondern' dos Bestreben, die Instru mentalfehler bei 
der Messoi^ durch Ablesen in zwei verschiedenen Femrohrlagen, 
ähnlich wie bei der Horizontal winkelroessung anschädlicb za 
machen. Solche Messangen mit Kompensation der Fehler werden 
indessen jetzt kaum noch ausgeführt, und es wird nur noch der 
Vorteil der bequemen Justierung ausgenutzt. 

§ 92. TascheuniTellierlnstramente. 

Außer den Instrumenten, die fUr die exakte AusfShrung 
geometrischer Nivellements bestimmt sind, gibt es noch eine 
Anzahl kleinerer TaschenmneUierinstrum6nte für äUchtige Höhen- 
bestimmungen mit geringerer Genauigkeit. Als einfachstes In- 
strument sei hier die geschlossene Kanalwage von Kahle ge- 
nannt, eine zu einem geschlossenen Rechteck mit den Dimensionen 
20 und 10 cm zusammengebogene Glasröhre, die etwa zur 
Hälfte mit gefärbtem Alkohol gefüllt ist. Eine horizontale 
Visur wird mit diesem Instrument dadurch erhalten, daß man 
über die beiden Oberflächen der Flüssigkeit hinwegblickt. Da 
das Instrument lediglich mit der Hund gebalten wird, so gibt 
die Augenhöhe zugleich die Visierhöhe an. Wird hierzu noch 
eine einfache Nivetlierlatte mit Dezimeterteilung genommen, so 
kann mit diesen einfachen Hilfsmitteln ein Nivellement in der 
gewöhnliehen Weise ausgeführt werden. 

Höheren Anforderungen genügen diejenigen Taschen nivellier- 
instrumente, die mit einer 
Libelle versehen sind, wie 
das in den Fig. 157 u. 158 
in der Ansicht und im 

Horiaontalschnitt darge- 
stellte Instrument von Sar- 
torius in Göttingen, Mit 
Hilfe des Spiegels S sieht 
man die Wendelibelle L 
neben dem Fadenkreuz des 
kleinen Fernrohrs und kann 
pig. 15T. so beim Ablesen zugleich 
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die Stellung der Luftblase 

prüfen. Zur Beleuchtung 

der Libelle dienen z^ei 

Fenster jP. Das losb-umeat 

wird entweder wie ia Fig. 

157 auf einem Stock oder ■ 

auf einem leichten Stativ pjg. isg. 

mitKugelgelenk gebraucht. 

Eine große Klasse von InstruiiienteD, die demselben Zweck 
dienen, besitzt statt der Libelle eine Pendelvorrichtung, durch 
die die Horizoutalstellung des Femrohrs selbsttätig bewirkt wird. 

Die im Vorwort genannten Lehrbücher enthalten umfang- 
reiche Kapitel über Nivellieren. Als spezielles Lehrbuch ist 
noch zu nennen Franz Lorher, Das Nivellieren (Wien 1894). 



12. Kapitel. 

Die trigonometrische Höhenmessnng. 

§ 93. Der Höhenkreis. 

Das Verfahren der trigonometrischen Höhenmessung besteht 
der Hauptsache nach in der Messung von Hokenwinkeln oder 
Zenitdistanzen, d. h. derjenigen Winkel, die die Visierachse mit 
der Horizootalebene oder mit der Lotrichtnng bildet. Zur 
Messung solcher Winkel wird der mit einem Höhenkreis ver- 
sehene Theodolit benutzt. Sind beide Kreise mit gleicher Ab- 
lesegenauigkeit ausgerüstet, so wird das Instrument entsprechend 
dem astronomischen Sprach gebrauche als üniversalinstrument 
bezeichnet. 

In Fig. 159, die einen Theodolit von Hildebrand in Prei- 
berg darstellt, ist die Anordnung des Höhenkreises und seiner 
Ablesevorrichtungen deutlich erkennbai-. Der Höhenkreis ist 
auSerhalb der Ferarohrtr^er auf der Kippachse starr befestigt. 
Die mit Nonien versehenen Zeiger sind auf einer kreisförmigen 
um die Kippachse drehbaren Scheibe angebracht, die zugleich 
als Schutzdeckel für die Teilung des Kreises dient und nur an 
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den Zeigern durch Glasfenater unterbrochen wird. Diese Alhi- 
dade wird durch eine Feinbewegung mit Federbolzen an einem 



Zapfen der Horizontalkreisalbidade festgehalten, so daß nur eine 
geringe Drehung um die Kippachse möglich bleibt. Mit der 
Älbidade ist noch eine besondere Köbrenlibelle verbunden. 

Die Bezifferung der Höben kreist eilung gibt bei der Ab- 
lesung entweder Höben- und Tiefenwinkel der Visiei-acbse oder 
deren Zenitdistanzen an. Letzteres ist in den meisten Fällen 
vorzuziehen, da bei der ersteren Anordnung Verwechslungen 
zwischen Höhen- und Tiefenwinkeln leicht auftreten können. Im 
folgenden soll durchlaufende Bezifferung von 0" bis 360" vor- 
au^^setzt werden, die in der ersten Fernrohrlage am ersten 
Zeiger Zenitdistanzen angibt. 

Wenn wir von dem Höhenkreis absehen, so entspricht 
Fig. 159 einem Theodolit mit exzentrischem Femrohr (vgl- 
§ 38). Das an das Okular angeschraubte Prisma erleichtert 
die Einstellung des Fernrohrs auf kleine Zenitdistanzen und 
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kann für die vorliegenden Zwecke entfernt werden. Für die 
Nonien des Horizontalkreises sind statt der Lupen Mikroskope 
angebracht, da bei der kompendiösen Form des Instruments die 
Annäherung des Auges an die Lupen nicht bequem sein würde. 
Die Bedingungen^ die von den verschiedenen Achsen des Instru- 
ments für die Horizontalwinkelmessung erfüllt sein müssen^ sind 
bereits früher S. 76 und 80 behandelt worden, hier ist nur noch 
die Messung der Zenitdistanzen zu erörtern. 

Daß eine Exzentrizität der Alhidade und eine Abweichung 
des Zeigerabstandes von 180* unsfchädlich ist, gilt für den 
Höhenkreis ebenso wie für den Horizontalkreis (vgl. S. 86). 
Sollen die Ablesungen am Höhenkreise die wahren Zenitdistanzen 
der Visierachse angeben, so muß die Alhidade zwei Bedingungen 
erfüllen: 

1. Die Verbindungslinie beider Zeiger muß stets denselben 
Winkel mit der Lotrichtung einschließen. 

2. Bei lotrechter nach dem Zenit gerichteter Visierachse 
muß die Zenitdistanz 0* abgelesen werden. 

Zur Erfüllung der ersten Bedingung werden drei ver- 
schiedene Anordnungen angewendet, von denen Fig. 159 die 
vollkommenste wiedergibt. In der ersten nur für untergeordnete 
Zwecke gebräuchlichen Form sind die Zeiger des Höhenkreises 
mit der Alhidade des Horizontalkreises oder mit einem der 
beiden Fernrohrträger bis auf eine kleine Justierbewegung fest 
verbunden. Die konstante Lage der Verbindungslinie beider 
Zeiger gegen die Lotrichtung kann in erster Linie dadurch er- 
zielt werden, daß man die Stehachse des Theodolits mit der 
Reiterlibelle in aller Schärfe lotrecht stellt. Da im Laufe der 
Messungen auf einem Standpunkt jedoch namentlich durch un- 
vermeidliche Änderungen in der Stellung des Stativs leicht eine 
geringe Neigung der Stehachse eintritt, die wohl für die Hori- 
zontalwinkelmessung bedeutungslos ist, Zenitdistanzen aber unter 
Umständen ihrem ganzen Betrage nach beeinflussen kann, so 
liefert diese Methode nicht die besten Resultate. 

Vorteilhafter ist es, wenn auf der Alhidade des Horizontal- 
kreises oder an einem Femrohrträger eine Röhrenlibelle in der 
Richtung der Visierebene angebracht ist. Nachdem die Visier- 
ebene auf das Ziel gerichtet ist, wird diese Libelle mit Hilfe 
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einer Fußschraube in aller Schärfe mm Einspielen gebracht^ 
und hierauf der Horizontalfaden des Fernrohrs auf das Ziel ein- 
gestellt. Hierdurch werden die kleinen Abweichungen der Steh- 
achse von der lotrechten Stellung unschädlich gemacht. Es ist 
jedoch zu bedenken, daß bei Anwendung dieses Verfahrens nicht 
gleichzeitig auch Hprizontalwinkel gemessen werden können, da 
beim Drehen der Fußschrauben stets geringe Drehungen des 
Horizontalkreises auftreten. 

Bei der zweiten und besten Anordnung der Höhenkreis- 
alhidade wird die Lotrechtstellung der Stehachse nur mit der- 
jenigen Schärfe ausgeführt, die für die Messung der Horizontal- 
winkel erforderlich ist. Die Konstruktion ist bereits S. 218 an 
Fig. 159 erläutert worden. Ist für die Messimg einer Zenit- 
distanz der Horizontalfaden auf das Ziel eingestellt, so kann die 
Verbindungslinie der Zeiger dadurch in die konstante Lage ge- 
bracht werden, daß man die Alhidadenlibelle einspielen läßt. 
Da hierbei die Stellung des Horizontalkreises keine Änderungen 
erleidet, so können auch zugleich Horizontalwinkel gemessen 
werden. 

Am unbequemsten ist eine dritte Konstruktion, bei der die 
Zeiger wieder fest mit den unteren Teilen des Instruments ver- 
bunden sind, während das Fernrohr mit einer Nivellierlibelle 
versehen ist, deren Achse der Visierachse parallel gestellt ist. 
Diese Einrichtung eignet sich mehr zur Messung von Höhen- 
winkeln als zur Zenitdistanzmessung. Wird zunächst bei ein- 
spielender Fernvohrlibelle und hierauf bei Einstellung des Ziels 
an den Zeigern des Höhenkreises abgelesen, beides bei derselben 
Stellung der Horizontalkreisalhidade, so gibt die Differenz beider 
Ablesungen den Höhenwinkel. Für jeden Höhenwinkel sind 
demnach zwei Ablesungen erforderlich. 

§ 94. Die Indexverbesserung des Höhenkreises. 

Die zweite Bedingung von S. 219 wird sehr selten erfüllt 
sein, vielmehr bedürfen alle gemessenen Zenitdistanzen einer 
Korrektion, der Indexverbesserung y um in die wahren Werte der 
Zenitdistanzen überzugehen. Im folgenden möge vorausgesetzt 
werden, daß die erste Bedingung stets erfüllt ist, daß also bei 
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jeder Pemrohreinstellung die Verbindungslinie der Zeiger die- 
selbe Zenitdistanz hat. In Fig. 160 sei OF^ diejenige Stellung 
der Visierachse, bei der die Ab- 
lesung am Höhenkreis gleich 
Null ist. Nun denken wir uns 
die Visierachse in die Lotrich- 
tung OZ gebracht, wobei wir 
die Ablesung i erhalten. Stellen 
wir hierauf die Visierachse 
auf ein Ziel JF\ in der Zenit- 
distanz e ein, so findet sich die Ablesung 

Hierauf drehen wir die Alhidade des Horizontalkreises um 
180^, so daß die Nullrichtung nach OjPq kommt und stellen 
wiederum das Ziel F^ ein. Da bei Fq die Ablesung gleich Null 
ist, so wird bei der neuen Einstellung 




a 



2 



= 3600 -{0-^ i) 



«1 + «2 — 360« 

2 



abgelesen. Hieraus findet sich 

ai + a^ = 360« + 2i oder i = 

und 

;2f = «1 — / = 360® — a^ .+ i. 

Wird also eine Zenitdistanz in beiden Famrobrlagen gemessen, 
so gibt die Abweichung der Summe beider Messungen von 
360® die doppelte Indexverbesserung, 

Wenn hieraus auch hervorgeht, daß eine vollkommene Be- 
seitigung des Indexfehlers nicht notwendig ist, und alle genauen 
Messungen in beiden Fernrohrlagen auszuführen sind, so wird 
dieses Verfahren für manche Aufgaben zu schwerfällig sein. 
Um auch bei einmaliger Messung die wahren Werte der Zenit- 
distanzen zu erhalten, muß die Indexverbesserung gleich Null 
gemacht werden. 

Nach der Ermittlung der Indexverbesserung . ist der wahre 
Wert der Zenitdistanz irgend eines Ziels T^ Fig. 160 bekannt. 
Ist das Fernrohr auf dieses Ziel eingestellt, so bleibt bei der 
ersten Anordnung der Alhidade (S. 219) nur übrig, die Zeiger 
mit Hilfe ihrer Justiervorrichtungen auf die wahre Zenitdistanz 



222 



12. Kapitel. Die trigonometrische Höhenmesaung. 



einzustellen. Entweder sind beide Zeiger gemeinsam um die 
Kippachse drehbar oder jeder für sich in vertikaler Richtung 
verstellbar eingerichtet. Bei der zweiten Anordnung (S. 220) 
sind, nachdem das Fernrohr auf das Ziel gerichtet ist, die 
Zeiger mit Hilfe ihrer Peinbewegung auf die wahre Zenitdistanz 
einzustellen und es ist hierauf die Libelle zu justieren. Bei der 
dritten Konstruktion endlich kommt die zweite Bedingung gar 
nicht in Frage, da die Indexverbesserung jedesmal durch Ablesen 
bei horizontaler Visur bestimmt wird. 

Außer diesen beiden für die Zenitdistanzmessung speziell 
bestehenden Bedingungen spielen auch noch diejenigen eine 
Rolle, die bei der Horizontalwinkelmessung für die Stehacbse^ 
Kippachse und Visierachse aufgestellt wurden. Es genügt hier 
jedoch die Forderung, daß der KoUimations- und Kippachsen- 
fehler kleiner als etwa 1* bleiben, da dann ihr Einfluß auf die 
Zenitdistanzmessung nicht mehr wahrnehmbar ist. 

Zur fehlerfreien Messung ist es ferner notwendig, daß der 
Horizontalfaden im Fernrohr bei lotrechter Stehachse horizontal 
liegt. Geringe Abweichungen von dieser Lage bleiben ohne Ein- 
fluß, wenn die Einstellung in der Nähe des Vertikalfadens erfolgt. 

Beispiel einer Zenitdistanzmessung: 
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§ 95. Einfache Aufgaben der trigonometrischen 

Höhenmessung. 

Aus der Zenitdistanz eines Ziels und seiner Entfernung 
kann der Höhenunterschied zwischen diesem Ziel und der Kipp- 
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Fig. 161. 



achse des Instruments berechnet werden. Durch zweimalige 
Anwendung dieses einfachen Prinzips ergibt sich der Höhen- 
unterschied zweier Ziele. 

Die obigen Zenit- - 

distanzen wurden gemessen^ 
um die Höhe der Spitze Ä 

eines trigonometrischen 
Signals über einer Höhen- 
marke zu bestimmen. Auf 
die letztere wurde ein Stab 
von 0,864 m Länge lot- 
recht aufgesetzt und seine obere Endfläche B anvisiert. Ferner 
wurden die beiden Abstände vom Standpunkte aus gemessen: 
s^ =- 243,87 m und s^ -= 38,56 m. Nach Fig. 161 ist 

AÄj = Sj^ cotang z^ 
AÄj = ^2 cotang Z2 
^ Alf = A Aj — AA2 = Si cotang 0^ — Sg cotang 0^ • 

Ist ;er, > 90®, so wird cotang 0^ negativ, die Formel gilt 
also auch für diesen Fall. Es findet sich AÄj = -f 49,122, 
AAg = — 2,451, also Alf = -f 51,573. Die Meereshöhe der 
Höhenmarke ist 12,246 m, folglich die Höhe von B gleich 
13,110 und hieraus die von Ä auf Zentimeter abgerundet gleich 
64,68 m. 

Dasselbe einfache Verfahren ist anzuwenden für die Mes- 
sung von Turmhohen, nur tritt hier an die Stelle der direkten 
Messung der Strecke s^ die indirekte Bestimmung dieser Ent- 
fernung unter Anwendung eines Hilfsdreiecks, in dem eine Seite 
und zwei Horizontalwinkel , 

zu messen sind. /l\\^ — - ''•' 

Aber auch ohne Hori- j I ' ^^v • 
zontalwinkelmessung ist pj ^"S^- 

die Entfernungsbestim- 
mung möglich, wenn Zenit- 
distanzen auf zwei Stand- 
punkten gemessen werden, 
die mit der Turmspitze in einer Vertikalebene liegen. In Fig. 162 
werden in den beiden Punkten A und B Zenitdistanzen ge- 




Fig. 162. 
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messen, um die Höhe der Turmspitze über der Höhenmarke C 
zu bestimmen. Sind femer die Entfernungen a und b gemessen, 
so ist h^ = a cotang isi, \^h cotang z^- Hiemach ist 

x — a=-{y — h^ tang^i, __ a + & + /tg tang^Tg — /^ tangg^ 

x + l^{y-\)i2La^z^y * ^^ ^ "" tg^.-tg^^ 

§ 96. Einfluß der Erdkrümmung und der Strahlen- 

breehung. 

Die vorstehende einfache Berechnung der trigonometrischen 
Höhenmessung findet etwa bei der im Beispiel S. 223 vor- 
kommenden Entfernung von 250 m ihre Girenze der Anwend- 
barkeit. Bei größeren Entfernungen ist es nicht mehr zulässig, 
für die Berechnung der Höhenunterschiede die Geoidfläche als 
horizontale Ebene anzusehen, es muß vielmehr auf die Krüm- 
mung des Geoids Rücksicht genommen werden. Es genügt 
jedoch, die schon anfangs erwähnte Annahme einer Kugel mit 
dem Radius von 6370 km einzuführen. 

Ferner entspricht für größere Entfernungen die Annahme 
-einer geradlinigen Visur nicht mehr der Wirklichkeit. Infolge 
der verschiedenen Dichtigkeit der Atmosphäre an verschiedenen 
Stellen des Weges, den der Lichtstrahl zurücklegt, wird letzterer 
mehrfache Richtungsänderungen durch Brechung erleiden und 
-deshalb eine gekrümmte Kurve bilden. Der genauen Berech- 
nung dieser Refraktionskurve stellen sich fast unüberwindliche 
Hindernisse entgegen, da die Beschaffenheit der Atmosphäre auf 
•dem Wege des Lichtstrahls nur in wenigen Punkten, in der 
Regel nur in den Endpunkten, aus meteorologischen Messungen 
-ermittelt werden kann. Neben anderen meteorologischen Ele- 
menten hat die Lufttemperatur auf die Strahlenbrechung einen 
großen Einfluß, und der Mangel genügender Temperatur- 
messungen ist eine Hauptschwierigkeit in der Berechnung der 
Refraktion. Der Erfolg aller bis jetzt aufgestellten Refraktions- 
theorien ist infolgedessen sehr zweifelhaft geblieben. 

Bei kleineren Entfernungen, wie sie hier vorkommen können, 
ist zunächst erfahrungsmäßig die Annahme gerechtfertigt, daß 
die Visierkurve in der Vertikalebene bleibt, die durch die beiden 
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Endpunkte gelegt wird. Da ferner die Krümmungsradien dieser 
Kurve sich in ihrem Verlaufe nur allmählich ändern, so wird 
bei kleinen Entfernungen auch die Annahme überall gleicher 
Krümmung; also die Substitution eines Kreisbogens, nicht 
wesentlich von der Wirklichkeit ab- 
weichen, und hierdurch wird dann eine 
einfache Berechnung der Refraktion er- 
möglicht. Bei Entfernungen unter 5 km 
werden diese Vereinfachungen keine 
wahrnehmbaren Vernachlässigungen im 
B/Csultat verursachen. 

Zur Berechnung des Höhenunter- 
schieds H^ — H^ bezeichne in Fig. 163 0^ 
die gemessene, J^ die wahre Zenitdistanz 
in Pj, mithin An^ den Betrag der Re- 
fraktion. Die früher (S. 7) gegebene 

Definition für den Abstand zweier Punkte P^ und Pj ist jetzt 
dahin zu präzisieren, daß hierunter der Abstand $ ihrer Lot- 
richtungen, gemessen in der Geoidfläche, zu verstehen ist. 
Unter Benutzung der übrigen Bezeichnungen der Fig. 163 ist in 
dem Dreieck P^P^C: 

und da i;^ = 180** — ^i + y, so ist 




(1) 



(2) 



also 



tang ^-y^ = cotang (^i - |) und 



tang (l80<> 



f^ + fi 



) == cotang l , 



H,-H,^ (H, + H, + 2R) cotang (i, - |) tang 



I 

2 



Wird für J^ eingeführt 0^ -\- Aiss^y so wird 

H^ — H^^ (fii + H^ + 2R) cotang U + A0^ — |) tang 

Indem wir cotang (js^^ -fA^erj — |j nach Taylors Satz entwickeln, 



y 

2 



Eggert, Geodäsie. 
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zugleich auch Reihenentwicklung für tang|^ einführen, erhalten 

yv^ir unter Vernachlässigung der Glieder dritter und höherer 
Ordnung 

Da 0^ nicht wesentlich von 90® abweichen wird, so kann in den 



L 

2 



Gliedern zweiter Ordnung -r-. — durch die Einheit ersetzt 

^ Bin* z. 



werden, wodurch wir erhalten 



H,-H,== {H, + H,+ 27?) jcotang0, - (a^^- ^ j 



7 
2 



Unter der Annahme eines kreisbogenformigen Lichtstrahls ist 
es üblich, die Refraktion in der Form 

(3) ^^, = ^hr 

darzustellen, wobei man k^ als Befraktionskoeffizienten bezeichnet, 

.o 

Wird dies und zugleich 7 = j^ eingeführt, so findet sich 

oder 

Bei den hier in Frage kommenden Fällen wird der Faktor 
— ^7^ * stets vernachlässigt werden können, es ergibt sich so- 
mit die einfache Gebrauchsformel 

(4) Ä = i73 — fii=5Cotang^i+ 2^(1 — ^'i). 



Die vielen bisher ausgeführten Bestimmungen des Refrak- 
tionskoeffizienten haben gezeigt, daß derselbe je nach dem Zu- 
stand der Atmosphäre zwischen den Grenzen 0,1 und 0,2 , 
schwankt, wobei eine jährliche sowie eine tägliche Periode er- 
kennbar ist. Aus den hierauf bezüglichen Untersuchungen geht 
hervor, daß die Werte des Refraktionskoeffizienten mittags am 
kleinsten sind und wenigstens für die Tagesstunden des Sommers 
in gleichen Zeitabständen von Mittag gleiche Größe haben. 
Ferner zeigt sich, daß für Visuren, die über die Meeresfläche 
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hinweggehen oder unmittelbar an der Küste liegen^ der Refrak- 
tionskoeffizient erheblich größer als im Binnenlande ist. Der 
österreichische Oberst Harü (geb. 1839, gest. 1903) hat unter 
Zuzammenfadsung des gesamten Materials für das nordöstliche 
Deutschland die folgenden Mittelwerte des Refraktionskoeffi- 
zienten für das Binnenland als Funktion der Tageszeit auf- 
gestellt. Werden die Tagesstunden h vor oder nach dem wahren 
Mittage in Teilen des halben Tagbogens (der Zeit vom wahren 
Mittag bis zum Sonnenaufgang oder -Untergang) gerechnet, so 
findet sich 

(5) fc = 0,1041 +0,0840 6», 
wobei jedoch 6 nicht über 0,8 hinausgehen darf. 

Für Linien, die über die See hinweggehen, findet HarÜ 

(6) i = 0,1510 + 0,0962 61 

Es ergibt sich hiernaob die folgende Tabelle: 



h 


0,0 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0^6 


0,7 


0,8 


k (Land) 
k (See) 


0,10 
0,16 


0,10 
0,16 


0,11 
0,16 


0,11 
0,16 


0,12 
0,17 


0,13 
0,18 


0,13 
0,19 


0,16 
0,20 


0,16 
0,21 



Wenn eine genauere Bestimmung des Refraktionskoeffi- 
zienten nicht vorliegt, so gibt die obige Tabelle die wahrschein- 
lichsten Mittelwerte. Für kleinere Entfernungen wird es übrigens 
immer genügen, einen allgemeinen Mittelwert k « 0,13 zu be- 
nutzen. 

Mit dem Mittelwert Ic = 0,13 geht (4) über in 

(7) Ä = s cotang + 0,0685 (s,„f, 

wobei in das zweite Glied die Entfernung s in Kilometern ein- 
zusetzen ist. In der nachstehenden Tabelle sind die Werte 
dieses Gliedes in Metern für Entfernungen bis zu 4,9 km zu- 
sammengestellt. 



km 





1 2 

! 


3 


4 


6 6 


7 


8 


9 


0, 


0,00 


0,00 0,00 


0,01 


0,01 


0,02 


0,02 


0,03 


0,04 


0,06 


1, 


0,07 


0,08 0,10 


0,12 


0,13 


0,16 


0,17 


0,20 


0,22 


0,25 


2, 


0,27 


0,30 0,33 


0,36 


0,39 0,43 


0,46 


0,50 


0,54 


0,57 


3, 


0,61 


0,66 0,70 


0,74 


0,79 0,84 1 0,88 


0,93 


0,99 


1,04 


4, 


1,09 


1,15 1 1,21 


1,26 


1,32 


1,38 


1,44 


1,61 


1,57 


1,64 
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§ 97. Gegenseitige Zenitdistanzen. 

Liegen in beiden Punkten P^ und Pg Messungen der Zenit- 
distanz vor, so ergibt sich aus (1) und (2) § 96 S. 225 

H, -H,^ {H, + H,+ 2B) tang ^^ tang f , 
und da 

i% — ix _ ^% — h , A^a — ^^i _ ^2 — ^1 A y n. 7. \ 

ist, so finden wir auf demselben Wege wie früher 



,«, — Äfj 4 
cos'-^-— * 
2 



oder, da cos' ' ^ :^ 1 gesetzt werden kann und unter Ein- 
führung der früheren Vernachlässigungen 

(1) ^^_fi-^ = stang?i^ + ^(Ä:.-*0. 

Im allgemeinen werden die beiden Kurven Pj Pg und Pj, P^ 
nicht zusammenfallen, was durch die verschiedenen Koeffizienten 
\ und ig ausgedrückt ist. Wenn jedoch die Beobachtungen % 
und z^ gleichzeitig ausgeführt sind, so wird für die vorliegenden 
Zwecke die Annahme eines gleichen Zustandes der Atmosphäre 
in beiden Punkten gerechtfertigt sein, woraus J^i = ig folgt. 
Unter dieser Annahme wird also der Höhenunterschied frei vom 
Einfluß der Refraktion erhalten. 

Da hierbei auch Aisr^ = A^g ist, so bietet die gleichzeitige 
Messung gegenseitiger Zenitdistanzen auch ein Mittel zur Be- 
stimmung von Iz, Nach Fig. 163 (S. 225) ist nämlich 

2A;2f = 1800— ^ßTi-^gr^+y, 
und da Az=^k, so ist 

(2) ^^^_^ 1800-^(.. + ..) , 

Der Wert von Je wird hieraus um so genauer ermittelt, je 
größer der Abstand der beiden Punkte ist. Nehmen wir z. B. 
an, daß 0^ + js^ mit einem Fehler von 10" behaftet ist, so be- 
trägt der Fehler in k bei 1 km, 5 km und 10 km bzw. 0,31, 
0,06 und 0,03. 
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13. Kapitel. 

Die barometrisclie Höhenmessung. 

§ 98. Die Messung des Luftdrucks. 

Der vertikale Druck, den eine Flüssigkeitssäule von 1 qmm 
Querscbnittsiläche und einer Höhe von h mm ausübt^ ist gleich 
ihrem Gewicht. Da bei allen nicht zusammendrückbaren Flüssig- 
keiten das Gewicht einer solchen Säule ihrer Höhe proportional ist, 
so kann man in kurzer Bezeichnung auch sagen, der Druck ist 
gleich h mm der Flüssigkeit. 

Die atmosphärische Luft ist als eine zusammendrückbare 
Flüssigkeit anzusehen, deren Dichtigkeit infolgedessen an der 
Erdoberfläche größer als in den höheren Schichten ist. Zur 
Messung des Luftdrucks gibt man die Höhe einer Yergleichs- 
flüssigkeit an, die den Druck einer Luftsäule von gleichem Quer- 
schnitt ausübt. Hierzu benutzt man das Quecksilber, dessen 
großes spezifisches Gewicht eine sehr geringe Höhe der Ver- 
gleichssäule bedingt. Wenn also z. B. in einfacher Bezeichnung 
gesagt wird, der Luftdruck beträgt 745 mm, so ist hiermit der 
Druck gemeint, den eine Quecksilbersäule von 745 mm Höhe auf 
die Flächeneinheit ausübt. 

Die Maßeinheit ist hiermit noch nicht genügend definiert, 
weil zwei Quecksilbersäulen von verschiedener Temperatur und 
gleicher Höhe verschiedenen Druck ausüben. Da ferner das 
Gewicht und somit auch der Druck einer Quecksilbersäule von 
der Schwerkraft abhängt, diese aber mit der Meereshöhe und der 
geographischen Breite veränderlich ist, so ist außer einer Normal- 
temperatur auch ein bestimmter Normal wert der Schwerkraft 
anzugeben. Der Luftdruck wird deshalb durch die Höhe einer 
Quecksilbersäule in mm gemessen, die bei 0® in der Meeres- 
fläche und xinter der geographischen Breite von 45® denselben 
Druck ausübt. 

Denken wir uns die Lufthülle überall bis zur Meeresfläche 
verlängert und Mittelwerte des Luftdrucks für alle Punkte der 
Erdoberfläche gebildet, so ist das Mittel aller dieser Werte, der 
normale Luftdruck, ca. 760 mm. Betrachtet man die Mittelwerte 
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des Luftdrucks an verschiedenen Stellen der Meeresfläche, so 
sind diese, wie die mittleren Isobaren zeigen, sehr verschieden. 
Aber auch der Luftdruck in einem Punkt der Meeresfläche 
schwankt zwischen ziemlich weiten Grenzen; es ist hier eine 
periodische von einer zufälligen Luftdruckschwankung zu unter- 
scheiden. Die periodische Schwankung tritt mit großer Regel- 
mäßigkeit auf und hat in den Tropen eine Amplitude von 
2 — 3 mm, die mit wachsender geographischer Breite abnimmt 
und bei 60® kaum noch wahrnehmbar ist. Die Periode ist eine 
doppelte, zwei Minima treten um 4 Uhr morgens und nachmittags, 
zwei Maxima um 10 Uhr morgens und abends auf. Jedoch machen 
sich namentlich in höheren Breiten lokale Einflüsse geltend, auch 
überwiegen hier die zufälligen Schwankungen derartig, daß es 
langer Beobachtungsreihen bedarf, um die periodischen Schwan- 
kungen nachzuweisen. 

§ 99. Das Siedethermometer. 

Die Siedetemperatur einer Flüssigkeit ist von dem Druck 
abhängig, unter dem die letztere steht. Ist das Abhängigkeits- 
gesetz zwischen Siedetemperatur und Druck bekannt, so kann 
durch Messung der ersteren der Druck ermittelt werden. Der 
Zusammenhang beider Elemente ist für Wasser von Begnatdt 
experimentell bestimmt worden ; von den Resultaten dieser Unter- 
suchung ist nachstehend ein kurzer Auszug nach Landoldt und 
JBörnstein^) wiedergegeben. 



Siedetemp. 


Druck 


1 

Diff. 


«C 


mm 


1 

1 


99,5 


746,52 




99,6 


749,20 


2,68 


99,7 


751,89 


i 2,69 


99,8 


754,58 


1 2,69 


99,9 


757,29 


2,71 


100,0 


760,00 


2,71 


100,1 


762,72 


2,72 


100,2 


765,45 


, 2,73 


100,3 


768,18 


1 2,73 


100,4 


770,98 


2,75 


100,5 


773,68 


2,75 



1) Landoldt -Börnstein, Physikalisch- chemische Tabellen. 3. Aufl. 
Berlin 1906. 
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Da bei einer Siedepunktsänderung von Yjy^ sich der Druck 
bereits um 1 mm ändert^ so ist eine sehr genaue Temperator- 
messung erforderlich, wenn der Luftdruck bis auf Y^q mm 
genau ermittelt werden soll. Die für diesen Zweck geeigneten, 
auerst von Wollaston konstruierten Siedethermdmeter umfassen 
nur wenige Grade, etwa das Intervall von 85^ — 101^, während 
für alle tieferen Temperaturen das Quecksilber im Gefäß bleibt. 

Bisher lag die Schwierigkeit der Anwendung dieser sehr 
empfindlichen Thermometer in Nach Wirkungserscheinungen, die 
eine Veränderung des Eispunktes nach sich zogen. Die durch 
Erhitzung des Thermometers entstandene Ausdehnung des Glases 
ging bei schneller Abkühlung erst ganz allmählich vorüber, in- 
folgedessen zeigte der Eispunkt eine zeitweilige Depression. 
Andererseits trat infolge von Molekularveränderungen ein all- 
mähliches Zusammenziehen und damit Hand in Hand eine Er- 
höhung des Eispunktes ein. Diese von der Glasart abhängigen 
Nachwirkungen sind erst in neuerer Zeit durch Anwendung des 
in Jena hergestellten Borosilikatglases (59^ überwunden wor- 
den. Mit der Einführung dieser neuen Thermometer hat die vor- 
stehende Methode der Luftdruckmessung derartig an Wert ge- 
wonnen, daß sie mit den andern älteren Methoden erfolgreich 
konkurrieren kann. 

Die Skala der Siedethermometer ist entweder in Zehntel- 
grade oder auf Grund der vorstehenden Tabelle in Doppel- 
millimeter geteilt, so daß statt der Siedetemperatur unmittelbar 
der Luftdruck abgelesen werden kann. 

Siedendes Wasser hat in der Regel eine höhere Temperatur 
als diejenige, die dem äußeren Druck entspricht; letztere Tem- 
peratur nehmen dagegen die Dämpfe an der Oberfläche des 
siedenden Wassers an. Es sind deshalb besondere Koch- 
vorrichtungen konstruiert worden, in denen die Temperatur des 
Wasserdampfs gemessen werden kann, wie z.B. der in Fig. 164 
dargestellte Siedeapparat YonFaeß in Steglitz. Durch eine Spiritusr 
lampe wird das Wasser in dem von dem Dreifuß getragenen 
Eochgefaß Ä zum Sieden gebracht. An den Deckel des letzteren 
schließt sich eine zylindrische Röhre B mit doppeltem Mantel 
an, in die das Thermometer von oben mit Hilfe eines Gummi- 
ringes hineingehängt werden kann. Der innere Mantel paßt in 
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die Öffiiung des Kochgefäßes hinein, so daß der Dampf in ihm 
aufsteigen muB. Oben dringt er durch Löcher in den äußeren 
Zylinder und entweicht nach unten durch seitliche Offaungen. 
Um das Spritzwasser Ton der Thermometerlmgel fernzuhalten, 
ist fiher der Öffiiung des Eochgefäßes ein Drahtnetz befestigt. 
Dos Damp&ohr kann durch Ausziehen ver^i^ert oder rerkärzt 



Kg, 164, 

werden^ entsprechend dem jeweiligen Stand des Thermometers, 
dessen Quecksilberi'aden nicht mehr als 1 — 2 mm herausi^en 
darf. Für den Gebrauch im Freien kann die Vorrichtung zum 
Schutz gegen Wind in einen innen mit Eisenblech ausgesehl^enen 
Holzkasten D gestellt werden, der zugleich als Verpackung für 
den Transport dient und in den Hülsen c auch zwei Thermo- 
meter aufnehmen kann. 

Bei der Ausführung der Messung ist darauf zu achten, daß 
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die Flamme der Lampe nur mäßi^ groß bleibt, da bei sehr 
großer Flamme Änderungen in der Angabe des Thermometers 
wahi^enommen sind. Vor der Ablesung ist zur ÜberwiDdung 
des Rflibungswideratandes im Innern der Röhre 
leicht auf den Kopf des Thermometers zu klopfen. 
Die Ablesung erfolgt am besten mit einem in 
geringer Entfernung wagrecht aufgestellten Fem- 
rohr, da dann die Parallaxe vermieden werden 
kann. 

Nach dem Gebrauch ist das Thermometer 
durch Umwenden voUständig mit Quecksilber zu 
fQllen, um die beim Erhitzen flberdestillierten 
QuecksilberkÜ gelchen ins Gefäß zurückzubringen. 



§ 100. Das Qnecksilberbarometer 
(Gefä&barometer). 

Zur unmittelbaren Vergleichung des Luft- 
drucks mit einer Quecksilbersäule dienen 
Quechsilberbarometer. Sie werden fHr Höhen- 
messnagen als Gefäßharometer oder als Seb^- 
barometer konstruiert. Im Gefäß barometer ist 
eine mit Quecksilber gefüllte oben geschlossene 
Glasröhre in ein GefäB mit Quecksilber ge- 
taucht. In der Röhre sinkt hierbei das Queck- 
silber, bis die Säule über dem Gefäß dem 
Luftdruck das Gleichgewicht hält, wobei Aber 
dem Quecksilber ein luftleerer Raum, das Va- 
kuum, entsteht. Mit der Röhre ist ein in 
Millimeter eingeteilter Maßstab verbunden, mit 
dem die Höhe der Quecksilbersäule gemessen 
werden kann. 

Als Reiseinstrument eignet sich das 
GefäSbarometer in der von dem Pariser 
Mechaniker Fortin angegebenen Konstruk- 
tion, die zurzeit in der Werkstätte von 
Fueß in Steglitz ausgeführt wirrt. Fig. 165 
zeigt ein solches Instrument neuerer Form 
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in gebrauchsfertiger Aufstellung. Die nähere Einrichtung wird 
durch die Fig. 166 und 167 erläutert. In Fig. 166 sieht man, 
daß das Gefäß mit dem Schaft der Röhre durch ein 
Schraubengewinde verbunden ist, so daß es durch 
Drehen gehoben oder gesenkt werden kann. Die Ge- 
fäßwand ist durch drei Glasfenster unterbrochen, 
durch die man die Queoksilberoberfläche und auch 
die in das Quecksüber tauchende Bohre sehen kauu. 
Mit letzterer ist ein spitz auslaufender Stift starr 
verbundeo, dessen Spitze den Nullpunkt der Paro- 
meterskala bezeichnet. Wird das Quecksilber durch 
Drehen des Gefäßes so eingestellt, daß es die Spitze 
berührt, so fällt der SkalennuUpunkt mit der Queck- 
silber Oberfläche zusammen. 

In Fig. 167 ist ein Teil der Baroraeterröhre mit 
ihrer Fassung und der Ablesevorrichtung abgebildet. 
Die Fassung, eine Messingröhre, trägt in ihrer oberen 
Hälfte auf beiden Seiten einen rund 5 mm breiten 
Spalt, durch den das GJasrohr sichtbar wird. Auf 
der Röhre läßt sich eine kurze Hülse A, mit einiger 
Fig 166 Reibung verschieben, auf der ein Ring r drehbar, je- 
doch nicht verschiebbar angebracht ist. Eine zweite 
etwas längere Hülse Aj ist mit dem Ring r durch ein Schrauben- 
gewinde verbunden. Die untere Hülse ä, dient dazu, die ganze 
Vorrichtung durch ihre Reibung in beliebiger Höhe 
festzuhalten, während durch Drehen des Ringes die 
obere Hülse ein wenig verschoben werden kann. 
Letztere trägt zwei gegenüberliegende Fenster, deren 
! wagrechte Oberkanten in genau gleicher Höhe liegen. 
Die hierdurch bestimmte horizontale Visierehene wird 
^uf den Scheitel der ein wenig gewölbten Queok- 
silberoberfläche eingestellt, und ihre Höhe an der 
Skala abgelesen. Hierzu ist das vordere Fenster rechts 
"' erweitert, so daß die Skala sichtbar wird, und mit 
einem Nonius versehen, dessen Nullstrich in der 
Visierebeue liegt. 

Da beim Sinken der Queckailberoberfläche sich 
Fi«, le?. (^je letztere infolge der Adhäsion unregelmäßig bildet, 
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so ist die Quecksilbersäule vor dem Ablesen durch Neigen des 
Barometers langsam in Bewegung zu setzen, um die Adhäsion 
aufzuheben. 

Oberhalb des Gefäßes ist ein, Thermometer befestigt, das 
die Temperatur der Quecksilbersäule angibt. 

Um das Instrument für den Transport vorzubereiten, wird 
es vorsichtig geneigt, wobei das Vakuum sich mit Quecksilber 
füllt, und gleichzeitig das Gefäß aufwärts gedreht, bis ein am 
Boden befestigter federnder Stopfen sich gegen das Ende der 
Glasröhre preßt und diese abschließt. Hierauf wird das Baro- 
meter mit dem Gefäß nach oben in ein Etui gesteckt, in dem 
auch das laichte Stativ untergebracht wird. 

Bei Gefäßbarometern mit festem Gefäß und fester Skala wird 
beim Steigen und Fallen des Barometers der Skalennullpunkt 
bald über, bald unter der Oberfläche des im Gefäß befindlichen 
Quecksilbers liegen. Die Ablesung an der Skala wird also nur 
bei einem bestimmten Luftdruck die Höhe der Quecksilbersäule 
angeben, während sie im übrigen einer Korrektion bedarf. Be- 
zeichnen wir den ipneren Durchmesser des GefäßiBs mit D, den 
der Röhre mit d und den äußeren Durchmesser der Röhre mit d, 
so wird, wenn das Quecksilber in der Röhre um h steigt, das 
Quecksilber im Gefäß um 

fallen. Eine Änderung der Barometerablesui^g um h mm ent- 
spricht somit einer Luftdruckänderung von ä + Jffmm. Bequemer 
als die jedesmalige Berechnung der Korrektion ist die Änderung 
der Skaleneinheit, so daß letztere einem Millimeter der Luftdruck- 
änderung entspricht. Die reduzierte Skaleneinheit ist in Milli- 
metern gleich 

wobei D, d und d ebenfalls in Millimetern gerechnet sind. 

§ 101. Das Quecksilberbarometer (Heberbarometer). 

Wird das untere offene Ende des Glasrohrs w-förmig auf- 
wärts gebogen, so kann dieser Teil der Röhre das Quecksilber- 
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gefäß ersetzeiL Das Barometer Trird dann als Heber- 
barometer beseichnet. Der Luftdruck wird aueh hier 
durch den Höhenunterschied der beiden Quecksilber- 
oberflä«ben gemessen, der an einer Skala abgelesen 
werden kann. 

Das DarmerBche Seisebarometa- (Fig. 168) hat zwei 
getrennt« Glasröhren, die durch einen Gummischlauch 
miteinander verbunden sind, wodurch eine bequeme 
VerschlußTorrichtnng in Form zweier Quetschhähne für 
den Transport angebracht werden kann. Statt einer 
zuEammeuhängenden Metallskala sind zwei getrennte 
Skalenteile vorhanden, deren Länge für alle vorkommen- 
den Barometerstände ausreicht. Die Einstell Vorrich- 
tungen, die den S. 234 beschriebenen ähnlich sind, können 
an Zahnstangen auf und ab bewegt werden und sind 
ebenfalls mit Nonien versehen. Das Holzbrett, das als 
Träger dient, hat hinter dem Glasrohr einen genügend 
weiten Spalt, der zur genauen Einstellung der Kuppen 
gegen einen hellen Hintergrund gerichtet wird. Die 
Höhe der Queckailberaäule ergibt sich als Differenz der 
beiden Ablesungen, 

Die Buntmschft Spitze. Da es trotz aller Vorsicht 
vorkommt, daß Luftb^schen in das Barometerrohr ge- 
langen, 80 wird häufig im Innern desselben ein Glas- 
triehter mit nach unten gerichteter Spitze angebracht, 
der die aufsteigenden Luftbläsehen abfängt, bevor sie 
in das Vakuum gelangen. Beim Darmersche'a Barometer 
kann diese Vorrichtung in einfachster Weise dadurch 
eingeführt werden, daß das untere Ende des langen 
Glasrohrs spitz ausgezogen wird, so daß zwischen der 
Spitze und dem Gummischlauch eine Falle zur Auf- 
nahme von Luftbläschen entsteht. 



% 102. Die Korrektionen des Quecksilberbarometers. 

Zu den Reduktionen, die nach S. 229 erforderlich 
sind, kommen noch weitere, durch die Einrichtung der 
Listrumente bedingte Verbesserungen. 
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1. Die TemperaturJcorreJcHon des Quecksilbers (A,). 

Bezeichnen wir die Höhe der Quecksilbersäule bei der am 
Thermometer abgelesenen Temperatur t mit jB, die Höhe der 
Säule bei 0® mit Bq und den Ausdehnungskoeffizienten des 
Quecksilbers mit a, so ist 

B^B^(l + at), 
also 

wenn höhere Potenzen von at vernachlässigt werden. 
Da a =» 0,00018 ist, so erhalten wir die Korrektion 

(1) A^ 0,00018 Bt. 

Nach 61. (1) ist die nachstehende Hilfstafel (Fig. 169) 
konstruiert worden, aus der A^ entnommen werden kann. 

2. Die Skalenkorrektion (A2). 

Von der Berücksichtigung der Teilungsfehler der Skala 
wird man in der Regel absehen können, jedoch darf die Aus- 
dehnung derselben infolge der Temperaturänderung nicht ver- 
nachlässigt werden. Ist t^ die Normaltemperatur der Skala, für 
die alle gemessenen Längen L fehlerfrei sind, und ß der Aus- 
dehnungskoeffizient, so ist der wahre Wert einer bei der Tem- 
peratur t gemessenen Länge L 

r^L(i + ß{t-t,)) 

und die Verbesserung AL ^^ Lß(t — Q. 

Mithin ist die Verbesserung des gemessenen Barometerstandes 

(2) A, = + Sßit-Q. 

Der Ausdehnungskoeffizient ß ist für Messing gleich 0,000019, 
für Neusüber gleich 0,000018. 

Eine konstante Verbesserung wird durch unrichtige Lage 
des Noniusnullstrichs und beim ForUnschen Barometer durch 
die Abweichung der Einstellspitze von dem Skalennullpunkt er- 
forderlich. 

Für ein Gefäßbarometer mit festem Gefäß und fester nicht 
reduzierter Skala kommt noch eine weitere Reduktion hinzu. Ist 
B^ der Normalbarometerstand, für den der Skalennullpunkt in 
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die Quecksilberoberfläche fallt, so ist "die Korrektion für einen 
beliebigen Barometerstand B nach S. 235 gleich 



d' 



+ i^^^n) j)^_St , 




Fig. 169. 



d' 



und wenn das konstante Glied — B„ j^2_sjt niit den übrigen 

konstanten Gliedern zusammengefaßt wird, so ist die Ver- 
besserung 

d^ 



(3) 



Ai = + 5 



B^-d' 
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3. IHe KapiUardejM-ession (A,). 

Durch die Oberflächenspannung entsteht eine Wölbung der 
Quecksilberoberfläche {Meniskushildwng), mit der eine Senkung 
der letzteren, die KapiUmdepressimi, verbunden ist. Die Differenz 
der oberen und der unteren Kapillardepression ist infolgedessen 
als Verbesserung der gemessenen Quecksilbersäule hinzuzufügen. 
Die Ermittlung der EapillardepresBion bildet einen wunden Punkt 
in der Benutzung des Quecksilberbarometers. Da ihr Betrag 
bei großer Rohrweite verschwindend klein wird, so kann man 
sich bei den Präzisionsbarometem der meteorologischen Stationen 
Kapillardepre 
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durch Anwendung weiter Röhren helfen. Man hat durch Ver- 
suche gefundeD, daS die Käpillardepression von der inneren 
Röhrenweite und Ton der Höhe des Meniskus abhängt. In der 
vorstehenden Tabelle sind die von Mmdelejejf und Gutkou'ski 
im Jahre 1877 gefundenen Resultate nach Landoldt 
und Sömstein zusammengestellt. 

Ein Ven^leich dieser Tabelle mit anderen 
lehrt, daß wohl nur die Tafelwerte unter 0,5 bis 
auf 0,1 sicher anzunehmen sind. 

Die Ermittlung der Rohrweit« erfolgt am ein- 
fachsteu nach einem von Jordan angegebenen Ver- 
fahren dadurch, daß man unter eiaem Neigungs- 
winkel von 45'^, etwa mit Hilfe eines au die Röhre 
gelegten Zeichendreiecks (Fig. 170} die beiden 
Ränder des Meniskus anvisiert, und die zwischen 
den beiden Visuren erfolgte Vertikalverschiebung ng. uo. 
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des Dreiecks mißt. Diese ist gleich dem imieren Röhrendurch- 
messer. Die Verschiebung kann direkt mit dem Ablesering ge- 
messen werden^ der an das Dreieck angelegt wird. 

4. Korrektion wegen Luft im Vakuum (AJ. 

Wenn man das Barometer vorsichtig neigt, so füllt sich 
das Vakuum, und das Quecksilber schlägt mit deutlich hörbarem 
hellem Erlang gegen das Rohrende. Ist Luft im Vakuum vor- 
handen, so wird der Klang sehr abgeschwächt, und die Luft- 
blase wird, wenn das Rohrende frei ist, sichtbar. Wenn die 

Luftblase klein ist, so erfordert sie eine für alle Barometer- 

I 

«tände und Temperaturen konstante positive Verbesserung. 

Für größere Luftmengen kann die Korrektion, die gleich j 

dem Druck der Luft im Vakuum ist, nach einem von Arago \ 

angegebenen Verfahren ermittelt werden. Bei einem Barometer- 
stand jBq, dem Luftdruck p^ im Vakuum und der Temperatur t^ 
sei das Volumen des Vakuums durch Messung gleich i?^ ge- 
funden worden; wird hierauf im Gefäß oder im offenen Schenkel 
das Quecksilber durch Nachfüllen vermehrt, so steigt auch das 
Quecksilber in der Röhre und verkleinert das Volumen des j 

Vakuums auf den Wert v. Ist der Druck im Vakuum hierbei 
gleich p und die Barometerablesung gleich jB, so ist nach 
Mariottes Gesetz 



oder da 

ist, so ist auch 



P — Pq^Bq-B 
viB, ~ B) 



Po 



Vq—V 



Macht man v =^ \vq, so ist direkt Pq — Bq — B. 
Femer ist nach den Gesetzen von MarioUe und Gay- 
Lussac für eine beliebige Temperatur t 



oder 



Setzen wir 



Po% _ 273 + % 
pv 273 + f 

^^ ' -Po ^ (273 + y 

Po % _ 7. 
273 + ^0 ' 
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so erhalten wir die Korrektion A4, die gleich dem Druck der 
Luft im Vakuum ist, ., 

(4) ■A,= fe?Ii±-'. 

Die Ausführung des Verfahrens ist nicht bequem, da beim 
Nachfüllen des Quecksilbers leicht kleine Luftbläschen mit ein- 
geführt werden, die das Barometer noch weiter verschlechtem. 
Am einfachsten ist es, wenn man die Verbesserung A4 un- 
mittelbar durch Vergleichung mit dem wahren Luftdruck bei 
verschiedenen Temperaturen und Barometerständen bestimmen 
kann. 

5. Die SchwerekorreMion (A5). 

Die Luftdruckbestimmungen mögen in der Meereshöhe H 
und der geographischen Breite g? ausgeführt werden. Wir be- 
zeichnen mit g die Schwerkraft des Beobachtungsortes, mit g^ 
die in der Meeresfläche und der geographischen Breite g? und 
mit s/l^ diejenige für jEf=0 und 9? «= 45^ Ferner seien durch 
m, m^ und mjg die Massen dreier Quecksilbersäulen ausgedrückt, 
die in den drei Orten denselben Druck ausüben. Es ist dann 

und da statt der Massen die Höhen der Quecksilbersäulen oder 
die Barometerstände gesetzt werden können, so ist auch 

Zwischen der Schwerkraft in der Meereshöhe H und der 
Schwerkraft in der Meeresfläche an derselben Stelle besteht die 
näherungs weise richtige Beziehung^) 

1. == ig* _ 1 



worin R den Erdradius bezeichnet. Unter Vernachlässigung der 

H 
R 



Glieder zweiter und höherer Ordnung in bezug auf ^ erhält man 






1) F. B» Hehnert, Die mathematischen und physikalischen Theoneen 
der höheren Geodäsie. Bd. II, Leipzig 1884, S. 98. 

Eggert, Oeodftsie. 16 
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^" = ^(i-'#) 



Für die Schwerkraft im Meeresniveau und in der geographi- 
schen Breite q) hat Helmert aus einer großen Anzahl von Pendel- 
messungen gefunden^) 

/ - g% (1 - 0,002644 cos 2q)) . 

Setzen wir y = 0,002644, so wird 

Bl, = 5o(l ~Y cos 2,,) = 5(1 -?f) (1 - y cos 2qp), 




WO 



wo 600 



aoo iooo i2oo 



^ 



Fig. 171. 

oder auch mit derselben Vernachlässigung wie vorher 

5«, = 5(l-?|-yco829,). 
Mithin ist die Schwerekorrektion 



(5) 



A5 = -5(j^ +ycos29?) 



1) F. B. Helmert, Der normale Teil der Schwerkraft im Meeres- 
niveau. Sitzungsberichte d. Kgl. Preuß. Akad. d. Wiss. zu Berlin. 1901. 
XIV, S. 336. 
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Die nebenstehende Tafel (Fig. 171) gibt die Schwere- 
korrektion A5 für die Breiten 45^ — 56® und bis zu Höhen von 
1200 m an. 

6. Die Standkorrektion (Ag). 

Hierunter werden alle konstanten Verbesserungen zusammen- 
gefaßt. Die Bestimmung von \ erfolgt durch Vergleichung der 
Barometerablesungen mit den wahren Werten des Luftdrucks, 
wie sie z. B. durch das Siedethermometer gegeben werden. 

Beispiel: An einem Fortin^oh&o. Barometer wurde gefunden 

B = 756,48 mm , ^ = + 19,0<>, Kuppenhöhe = 0,6 mm . 

Der Beobachtungspunkt hatte die geographische Breite g? = 54*^ 22 
und die Meereshöhe J? = 15 m . 

Der innere Röhrendurchmesser wurde gleich 5^1 mm ge- 
funden. Femer war die Teilungskorrektion 

Ag = -f- 0,000019 B{t+ 10) 

und die Standkorrektion 

Aß = — 1,10 mm . 

Im Vakuum war keine Luft vorhanden, also A4 = . Hier- 
mit wird 

B == 756,48 

Ai = - 2,59 

A2 = + 0,42 
Ag = + 0,65 
A5 = -f 0,64 
Ae - - 1.10 
p = 754,5 mm . 

§ 103. Das Aneroidbarometer. 

Im Jahre 1847 wurde der Pariser Akademie der Wissen- 
schaften von dem Engländer Vidi ein Aneroidbarometer vorgelegt, 
bei dem der Luftdruck durch die elastischen Änderungen einer 
MetaUbüchse gemessen wurde. Dieses Prinzip ist im Laufe der 
Zeit einer ganzen Reihe von Konstruktionen zugrunde gelegt 
worden, die sich lediglich durch die Vorrichtui^en zur Messung 

der elastischen Änderungen unterscheiden. 

16* 
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Der wichtigste Teil dieser Instrumente ist eine kleine zylin- 
drische Metallbüchse (Fig. 172) mit kräftigen Seitenwänden und 
elastischem Boden und Deckel. Die Elastizität wird beim Deckel 
noch durch eingepreßte konzentrische Wellen erhöht. Die Buchse 
ist nahezu luftleer ausgepumpt und luftdicht verschlossen. Da- 
mit die beiden elastischen Wände nicht durch den Luftdruck 
eingedrückt werden, ist zu ihrer Unterstützung eine Feder C an- 
gebracht. Wird der Luftdruck größer, so wird der Abstand a 
kleiner und umgekehrt. Die Änderungen von a geben mithin 
ein Maß für die Änderungen des Luftdrucks. Bei der üblichen 
Größe der Büchse bewirkt eine Luftdruckänderung von 1 mm 
eine Änderung von a um 0,004 mm. Sollen die Luftdruck- 
änderungen bis auf 0,1 mm genau gemessen werden, so müssen 
die Änderungen von a bis auf 0,0004 mm genau bestimmt 
werden können. 

Von den verschiedenen Konstruktionen hat bis jetzt die des 
Pariser Mechanikers Naudet am meisten Verbreitung gefunden, 

da sie bei sorgfältiger Ausführung 
sich sehr gut bewährt hat. Der 
Mechanismus ist in der neben- 
stehenden schematischen Fig. 172 
dargestellt. Mit der Feder C ist 
eine Stange ÄD verbunden, die 
mittels der Verbindung DE auf 
den Kniehebel EF wirkt. An 
letzterem ist eine Kette befestigt, 
die sich um die Achse eines Zei- 
gers 6r schlingt, während sie von 
einer Spiralfeder gespannt erhalten wird. Durch diesen Über- 
tragungsmechanismus äußern sich die elastischen Veränderungen 
der Büchse als Bewegungen des Zeigers G und können mit 
Hilfe einer Skala gemessen werden. Das Verhältnis der Be- 
wegung der Punkte G und Ä ist gleich 250; man sieht hieraus, 
mit welcher Präzision die einzelnen Teile gearbeitet sein müssen, 
wenn das Übertragungsverhältnis konstant sein soll. Die Skala 
ist empirisch geteilt, so daß ihre Einheit einem Millimeter der Luft- 
druckänderung entspricht. Zugleich ist die Bezifferung der Skala 
so eingerichtet, daß die Ablesungen direkt den Luftdruck geben. 




Fig. 172. 
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Kleine Veränderungen des Mechanismus, Justierungen, 
können auch nach der Zusammensetzung vorgenommen werden. 
Durch Drehen der außerhalb des Gehäuses sichtbaren Schraube 
J wird eine kleine Bewegung der Feder C und somit auch des 
Zeigers bewirkt. Zur Vergrößerung oder Verkleinerung der 
Übertragung kann durch Verschiebung des Scharniers JB der 
kurze Arm des Kniehebels verkürzt oder verlängert werden. 
Diese Justierung bleibt jedoch am besten dem Mechaniker 
überlassen. 

Da nicht alle Teile des Instruments aus demselben Metall 
hergestellt werden können, so müssen Temperaturänderungen 
Bewegungen des Zeigers hervorrufen. Zur Eliminierung des 
Temperatureinflusses hat der Mechaniker Otto Bohne in Berlin 
eine Kompensationsvorrichtung eingeführt. Die Stange AD ist 
aus zwei verschiedenen Metallen zusammengesetzt, die bei Tem- 
peraturänderungen eine Krümmung der Stange und hiermit eine 
Bewegung des Punktes D erzeugen. Die hieraus folgende Zeiger- 
bewegung ist genau gleich und entgegengesetzt der durch die 
Ausdehnung entstandenen. Die Erfahrung lehrt, daß diese Kom- 
pensation innerhalb der Temperaturen von 0® bis +30® sich 
gut bewährt. 

Die Fig. 173 zeigt die Draufsicht und einen Vertikalschnitt 
eines A^awrfefechen Aneroids, erstere nach Entfernung des Zeigers 
und der Skala. Gegenüber der schematischen Fig. 172 sieht man, 
daß die Skala und der Zeiger horizontal liegen. Im übrigen 
sind die einzelnen Teile der Fig. 172 hier deutlich wieder zu 
erkennen. Mit der Skala ist ein Thermometer zur Ermittlung 
dei^ Aneroidtemperatur verbunden. 

Für den praktischen Gebrauch wird das Aneroid in einen 
mit Tuchfütterung versehenen Holzkasten gesetzt, der nur für 
die Ablesung geöffnet wird und das Instrument in gleichbleibender 

** 

Temperatur erhält. Schneller Übergang von tiefer zu hoher 
Temperatur kann ein Niederschlagen des Wasserdampfs der Luft 
auf die Kette und Bosten derselben verursachen. Vor dem Ab- 
lesen des horizontal gehaltenen Aneroids ist durch leichtes Auf- 
klopfen auf den Glasdeckel die Reibung der Instrumentteile zu 
überwinden. 

Störend wirkt beim Gebrauch des Aneroids eine Erschei- 
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nung, die aus der Elastizität der einzelnen Teile, namentücb der 
Büchse und der Spannfeder herrorgeht. Es zeigt sicli, daß in- 



folge elaatiselier Nachwirkung der Zeiger einer Luftdruckänderung 
nicht sofort in Tollem Maße folgt. Die Größe der elastischen 
Nachwirkung ist abhängig von der Größe und GeBchwindigkeit 
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der Luftdruckäuderung. Eingehende Untersuchungen dieser Er- 
scheinung sind bereits mehrfach ausgeführt worden^ eine Be- 
rücksichtigung der elastischen Nachwirkung im einzelnen Falle 
ist jedoch noch nicht mögUch. 



§ 104. Die Korrektionen des Aneroids. 

1. Die Standkorrektion a ist die Verbesserung der Aneroid- 
ablesung bei 0® Temperatur und dem normalen Luftdrucke von 
760 mm. Der Wert von a ändert sich mit der Zeit durch un- 
vermeidliche Erschütterungen beim Gebrauch des Instruments 
und muß deshalb von Zeit zu Zeit neu bestimmt werden. Die 
Ermittlung von a kann bei 0® Temperatur und 760 mm Luft- 
druck unmittelbar durch Vergleichung mit dem Quecksilber- 
barometer oder dem Siedethermometer erfolgen; in allen anderen 
Fällen sind vorher die sonstigen Korrektionen hinzuzufügen. 

2. Die TeüungsJcorrektion hängt von der Ablesung des 
Aneroids ab. Sie ist eine Folge der nicht genauen Justierung des 
Übersetzungsmechanismus und äußert sich so, als ob die Teilungs- 
einheit der Skala zu groß oder zu klein ist. Die Verbesserung 
für ein Millimeter der Skala ist der TeUungslcoeffimient b. Ist A 
die Ablesung des Aneroids, so ist die Teilungskorrektion gleich 

(1) b (760 - A) . 

Da die Luftdruckschwankungen an einem Ort 40 mm selten 
überschreiten, so müssen zur Bestimmung von b Luftpumpen- 
versuche zu Hilfe genommen werden. 
Solche Versuche erfordern zur Rege- 
lung der Luftdruckabnahme bzw. Zu- 
nahme eine besondere Anordnung der 
Hilfsvorrichtungen. 

Als Rezipient dient ein zylindri- 
sches Glasgefäß, Fig. 174, in dem das 
Aneroid auf einem Tischchen steht, und 
das mit zwei Ansatzröhren zum Auf- 
ziehen von Verbindungsschläuchen ver- 
sehen ist. Das Gefäß wird luftdicht 
durch eine Glasplatte abgeschlossen, deren Mitte ein Klopfer in 
einer luftdichten Stopfbüchse durchdringt. Mit Hilfe der Luft- 




Pig. 174. 
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pumpe wird nicht unmittelbar der Itezipient auBgcpumpt, son- 
dern eine große Lußflasche, in die dann ganz aHmählich die 
Luft des Rezipienten hinüberfließen kann. 

P. Schräber hat noch eine besondere Vorrichtung getroffen, 
die zwischen LuftSasche und Rezipient eingeschaltet wird, und 
eine bequeme Regelung des Luftausflussee zuläßt. Anstatt der ein- 
fachen Maßfiasche von Schreiber ist die in Fig. 175 
abgebildete Flasche gut zu gebrauchen, die im 
chemischen Laboratorium unter dem Namen Gas- 
waschflasche bekannt ist. An dem Glasstopfen der 
zflindrischen Flasche sind zwei knieförmlg gebogene 
Glasröhren befestigt, deren eine in die Flasche 
mündet, während die andere sich nach unten zu 
einem Zylinder erweitert. Letzterer enthält am 
unteren Ende eine kleine Öffnung. Für den vor- 
kk ns liegenden Zweck ist es wünschenswert, daß die 
Querschnittsfläche des Zylinders gleich der halben 
Querschnittsfläche der Flasche ist. Die Flasche wird, wie Fig. 175 
zeigt, zum Teil mit Wasser oder besser mit Glyzerin gefüllt. 

Für die Ausführung der Untersuchung sind die einzelnen 
Teile in der Reihenfolge: Luftpumpe, Luftflasche, Maßflasche, 
Rezipient, Quecksilberbarometer durch Schläuche zu verbinden. 
Als Luftpumpe ist eine kleine Wasserstrahlpumpe aus Glas be- 
quem zu benutzen, die an dem Wasserleitungshahn befestigt 
werden kann. Nachdem die Luft in der Luftflasche genügend 
verdünnt ist, wird die bisher geschlosseoe Verbindung mit der 
Maßflasche vorsichtig geöffnet. Die Luft strömt alsdann ans 
dem Rezipienten durch die Maßflasche hindurch zur Luftflasche. 
Hierbei wird die Flüssigkeit aus dem inneren Zylinder der MaB- 
flasche verdrängt und die Luft steigt in kleinen Blasen an seiner 
Außenwand empor. Aus der Geschwindigkeit der Blasenbildung 
kann man auf die Schnelligkeit der Luftdruckabnahme im Re- 
zipienten schließen und kann letztere mithin leicht regaliereo. 
Zur Messung des Luftdrucks im Rezipienten kann ein Heber- 
barometer benutzt werden, dessen offener Schenkel mit dem 
Rezipienten verbunden wird. Von Zeit zu Zeit wird das Aus- 
strömen der Luft unterbrochen und am Aneroid und am Queck- 
silberbarometer abgelesen. 
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Ist der tiefste Stand erreicht, so wird nach Verschluß der 
Luftflasche die Luftpumpe entfernt, und die Luft kann wieder 
in den Rezipienten eingelassen werden. Das Aufsteigen der Luft- 
blasen in der Maßflasche findet hierbei im inneren Zylinder statt. 

Als Beispiel einer Bestimmung des Teilungskoeffizienten 
geben wir im nachstehenden die Prüfung des Aneroids Bohne 
4631 der hiesigen Sammlung wieder. Die Ablesung des Aneroids 
und des Quecksilberbarometers erfolgte von 20 zu 20 mm in 
dem Intervall 780 — 680 mm; die Barometerablesungen wurden 
auf 0^ reduziert, und da die Temperatur nicht konstant gehalten 
werden konnte, so wurden auch die Aneroidablesungen auf eine 
gemeinsame Temperatur bezogen, nachdem ein vorläufiger Wert 
des Temperaturkoeffizienten ermittelt worden war. Von der Be- 
rücksichtigung der Eapillardepression konnte abgesehen werden, 
da die Kuppenhöhen unverändert blieben. Es wurden im ganzen 
drei Beobachtungsreihen ausgeführt, aus denen sich die folgenden 
Mittelwerte der Verbesserungen für die einzelnen Aneroid- 
ablesungen ergaben. 



An. -Abi. 


Verb. 


680 mm 


— 1,9 mm 


700 „ 


-1,9 „ 


720 „ 


-1,8 „ 


740 „ 


1,0 t, 


760 „ 


-0,9 „ 


780 „ 


-0,7 „ i 



Am Schluß jeder Reihe wurde der Druck eine Zeitlang kon- 
stant gehalten, wobei der Aneroidzeiger infolge der elastischen 
Nachwirkung einen Sprung machte, der sich in der folgenden 
Reihe als eine scheinbare Änderung der Standkorrektion äußerte. 

Zur Bestimmung des Teilungskoeffizienten wurden die obigen 
Verbesserungen in Fig. 176 graphisch aufgetragen und durch 
eine ausgleichende Gerade verbunden. Da diese auf 100 mm 
um 1,4 mm ansteigt, so ist die Teilungskorrektion gleich 
— 0,014 (760 — A) und infolgedessen 

6^^0,014(760-^). 

Anstatt der graphischen Ausgleichung kann auch eine solche 
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nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeführt werden^ die 
jedoch im vorliegenden Falle keine Vorteile bietet. 

Häufig, wird auch bei dem kleinen Intervall von 100 mm 
eine gekrümmte Kurve sich den Beobachtungen besser an- 




Fig. 176. 

schließen als eine Gerade. In solchen Fällen wird man für die 
numerische Ausgleichung die Teilungskorrektion in der Form 

(2) b (760 -Ä) + b' (760 - Ay 

annehmen. 

3. Die Temperaturkorrektion ist die Reduktion der bei der 
Temperatur t erfolgten Aneroidablesung auf die Temperatur 0®. 
Da die Temperaturschwankungen stets in verhältnismäßig engen 
Grenzen bleiben werden, so kann die Korrektion proportional 
der Temperatur angenommen und gleich et gesetzt werden. Die 
Konstante c ist der Temperaturlcoeffiment. 

Die Bestimmung des Temperaturkoef&zienten ist am be- 
quemsten im Winter auszuführen, wo Aneroidablesungen bei be- 
liebig hohen und tiefen Temperaturen leicht zu erlangen sind. 
Nachdem das Aneroid mehrere Stunden lang einer bestimmten 
Temperatur ausgesetzt ist, wird es mit einem Quecksilber- 
barometer oder Siedethermometer verglichen. Diese Vergleichung 
wird bei verschiedenen Temperaturen ausgeführt und zu jeder 
Aneroidablesung die Teilungskorrektion hinzugefügt. 

Beispiel: Für das Aneroid Bohne 4631, dessen Teilungs- 
koeffizient S. 249 bestimmt ist, wurden bei verschiedenen Tempe- 
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raturen Vergleiche mit dem Quecksilberbarometer ausgeführt. 
Nachdem die Barometerablesungen auf 0® reduziert, die Aneroid- 
ablesungen mit der Teiliingskorrektion versehen worden waren, 
blieben die folgenden Verbesserungen des Aneroids übrig: 



Temperatur 


Verbesserung 


Temperatur 


Yeibesserong 


+ 1,0° 


— 0,6 mm 


+ 14,4^ 


— 3,1 mm 


+ 8iO 


-1,9 


- - 16,2 


-3,6 


+ 6,2 


-1,6 


- - 20,6 


-4,2 


+ 6,8 


-2,4 


-- 28,0 


-4,5 


+ 9,6 


-1,8 


-- 26,0 


-4,7 


-hll,4 


-2,4 







In Fig. 177, in der diese Werte graphisch aufgetragen sind, 
schließt sich die ausgleichende Linie recht gut den Beobachtungen 




Fig. 177. 

an, und es ergibt sich hieraus der Temperaturkoeffizient 

c = - 0,158 . 

Für die Standkorrektion fand sich aus Vergleichen mit dem 

Siedethermometer nach Berücksichtigung der Teilungs- und 

Temperaturkorrekti on 

a == — 2,88 mm. 

Der wahre Wert des Luftdrucks wird nach dem Vorstehen- 
den aus folgender Gleichung erhalten 

(3) p = Ä + a + b (760 '-Ä) + ct. 

Für das Aneroid 4631 ist somit 

p^-Ä- 2,88 - 0,014 (760 - ^) - 0,158 t. 
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§ 106. Die barometrische Hohenformel. 

Wir bezeichnen mit Qq die Dichtigkeit eines Gases bei der 
Temperatur t^ und dem Druck p^. Hat dieselbe Größe für die 
Temperatur t und den Druck p den Wert q, so ist nach dem 
Gesetz von Mariotte 

P 9 

und nach dem Gesetz von Gay-Lassac 

P,9 273 +e/ 

worin die Zahl 273 die absolute Temperatur für 0^ angibt. 
Hiemach erhalten wir für ^o = und für ^rr = 0,003665 = a 

Dieses allgemeine Gesetz wenden wir auf die atmosphärische 
Luft an. Der Druck p^ unter dem ein Luftteilchen steht, setzt 
sich aus dem Druck der trocknen Luft und dem Druck des in 
der Luft befindlichen Wasserdampfes zusammen. Ist letzterer 
gleich e, so ist der Druck der trocknen Luft gleich p — e und 
mithin die Dichtigkeit der trocknen Luft 

_ {Pj^ e) 1 

wobei Po = 0,0012928 für p^ = 760 mm und für t^ - 0^ ist. 

Da die Dichtigkeit gleich der Masse der Volumeinheit ist 
so ist das Gewicht der letzteren 

p _ (l> — g) 1 

wenn mit g die Schwerkraft bezeichnet wird. 
Für Wasserdampf ist 

pi = 0,623 Po , 

folglich ist nach der vorstehenden Gleichung 

p _ 0,623 e 1 

w 



. p, (1 + «<) " ■ 

Hieraus ergibt sich das Gewicht der Yolumeinheit feuchter Luft 
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oder 

(2) 



P-Qo 



iP - ße) 



9, 




H 



P, (1 + «0 

worin ß = 0,377 gesetzt ist. 

Das Luftteilchen liege in einer Luftsäule, deren Querschnitt 
gleich der Flächeneinheit ist (Fig. 
178), und von der wir ein Ele- 
ment von der Höhe dR im Ab- 
stand H von der Meeresfläche be- 
trachten. Der Luftdruck an der 
Grundfläche sei gleich p^ an der 
Oberfläche gleich p — dp. Da das 
Volumen gleich dH ist, so ist die 
Druckänderung mit der Höhe 

— dp =, + PdH Fi« 178. 

oder 

Der Druck p^ ist gleich dem Gewicht einer Quecksilber- 
säule von 760 mm Höhe und der Temperatur 0^ in der Meeres- 
fläche und der geographischen Breite 45^. Die Schwerkraft in 
einem solchen Punkte sei wieder mit ^g bezeichnet, und da 
die Dichtigkeit des Quecksilbers von 0® gleich 13,59545 ist, 
so wird 

1>„ - 0,76 • 13,59545 p«, - 10,332542 ^ 

und 

(4) 

sein, wobei 

A = 7992,376 

gesetzt ist. 

Durch Einsetzen des Wertes (4) in (3) erhalten wir 

gip — I?«) 



J ^ 7992,376 f^ « A^^ 



— dp = 



oder 



g\,A (1 + «Q 



dH 



p ^ gl, (1 + «0 



dH 



nnd die Integration gibt 
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(5) -Älogn^ip^J^^^-^dH. 

Sind die Werte p^ und p^ des Luftdrucks in zwei der- 
selben Lotlinie angehörigen Punkten mit den Meereshöhen H^ 
und H2 gemessen, so liefert die 61. (5) 

(6) ^ log ^at ^ = / -^ -TTT-^' 

In dem Integral sind die Größen t, — und g mit der Höhe 

veränderlich, also Funktionen von H. 

Ein allgemeines Gesetz, durch das die Lufttemperatur als 
Funktion der Höhe ausgedrückt wird, ist noch nicht gefunden 
worden. Es bleibt deshalb nur übrig, für t das arithmetische 
Mittel der in den beiden Beobachtungspunkten gemessenen Luft- 
temperaturen t^ und ^2 einzuführen. Wir setzen demnach 

Für die Abnahme des Wasserdampfdrucks mit der Höhe 
sind empirische Gesetze aufgestellt worden, die wir in (6) ein- 
führen könnten. Da jedoch die Größe e in der Gl. (6) keinen 
großen Einfluß hat, so genügt auch hier die Einführung des 
arithmetischen Mittels 



der beiden gemessenen Werte des Dampfdrucks, das wir durch 
das arithmetische Mittel 

Pi + P2 

^ 2 

dividieren. 

Femer ist nach S. 241 und 242 

worin y = 0,002644 ist. 

Setzen wir alles in GL (6) ein, so ergibt sich 
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^log natg = (l~«0 (1-/3 ^)(l~y cos 29)J(l-'J^)d^^ 
Da 



/(i-?#).if-if-? 



ist, so ist das bestimmte Integral 

/(i-?|).ff-if.-^.-3_jjn_(^_5j(i_5+5). 

Wir führen noch die einfacheren Bezeichnungen 

h^H,-H, und ^„ = ^«±^ 
ein und erhalten 

^lognatg = (1 -«0 (l -/Jj) (1-y 0082,,) (l - ^J?)ä. 

Statt des natürlichen Logarithmus führen wir den mit 

- -- multiplizierten künstlichen Logarithmus ein, wodurch 

A 
der Zahlenkoeffizient x--ö/^ den Wert 18403,1 erhält. Drücken 

wir ferner H^ in km aus und setzen -^ = 0,000314 « 8, so 

wird 

(7)Ä = 18403,llogg(l + «<)(l+^J)(l + ycos29,)(l+dfl,J. 

Die Zahlenwerte der Koeffizienten sind 

a = 0,003665 . 
ß = 0,377 
Y - 0,002644 
* = 0,000314. 

Die Anwendung der vorstehenden allgemeinen barometrischen 
Höhenformel kann durch Hilfstafeln erleichtert werden. Für 
logarithmische Rechnung kann z. B. eine Tafel angelegt werden, 
die für das Argument t den Wert log {1 + at) gibt. Ent- 
sprechende Hilfstafeln können für die öbrigen Elammerausdrücke 
berechnet werden.^) 

1) Jordan, Handb. d. Vermessungskunde Bd. 11. 6. Aufl. Stuttgart 1904. 
S. 644. 
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Für die Berechnung ohne Logarithmen kann die 61. (7) in 
eine andere Form gebracht werden. Setzen wir 

18403,1 log ^ = ^, 
und 

18403,1 log '^ = 4, 
SO ist 

18403,1 log J = ^, - $, = Ä, 

ein genäherter Wert des Höhenunterschiedes h. Unter Ver- 
nachlässigung der Glieder zweiter Ordnung ist dann 

(8) A = Äo + hcct + h^ß^ + \y cos 2q> + \SHj^. 

Auf Grund der Gl. (8) können fünf Hilfstafeln berechnet 
werden, aus denen man die Werte von igj, ^g, at^ ß—, y cos 2q) 

IT 

und dfl]tm ^^ den darin enthaltenen Veränderlichen als Argu- 
menten entnehmen kann.^) 

Auch ohne Hilfstafeln ist die Benutzung der Gl. (7) nicht 
unbequem, wenn man mit Additions- und Subtraktionslogarithmen 
rechnet. In einem Beispiel S. 261 ist dies näher erläutert. 



§ 106. Die Messung der Lufttemperatur und des 

Wasserdampfdrucks* 

Zur Bestimmung der Lufttemperatur kann jedes im Freien 
aufgehängte und gegen' Wärmestrahlung geschützte Thermo- 
meter benutzt werden. Am schnellsten nimmt ein Schleuder- 
fhermometer die Temperatur der Luft an, das an einer Schnur 
im Kreise herumgeschleudert wird. 

Der Wasserdampfdruck e kann am bequemsten nach der 
Methode von Aufftist (Fsychrometermethode) ermittelt werden. 
Nachdem die Lufttemperatur t mit einem Schleuderthermometer 
gemessen ist, wird die Kugel desselben mit einem feuchten 
Läppchen umwickelt und das Schleudern fortgesetzt. Dabei 
wird ein Teil des Wassers verdunsten und die hierzu erforder- 



1) Rühlmann, Die barometrischen Höhenmessungen. Leipzig 1870. 
S. 120. 
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liehe Wärme zunächst der Kugel entziehen. Würde aus der 
umgebenden L^ft keine Wärme zuströiüen, so würde das Theri?ao- 
meter bis zi* der Temperatur sinken, für die der vorhiaiidene 
Wasserdampfdruck zugleich der Sättigungsdruck ist. Aus den 
jRegnauUschen Tafeln könnte man mit der gefundenen Tempe- 
ratur den Sättigungsdruck entnehmen. Infolge der aus der um- 
gebenden Luft zuströmenden Wärme bleibt das Thermometer 
schon bei einer höheren Temperatur t' stehen; indessen kann 
man auch aus der DiiSferenz t — t' einen Schluß auf den Wasser- 
dampfdruck e ziehen. Es ist aus Versuchen gefunden worden, 
daß man 



(1) 



6 = Sf-i(^-.0 



P 

7^5 



annehmen kann. Hierin ist S der Sättigungsdruck für die am 
feuchten Thermometer abgelesene Temperatur t\ Die nach- 
stehende Tabelle gibt die Werte von S für die Temperatur f an. 



r 


s 


t^ 


S 


! ■ 


s 


r 


S 





mm 





mm 





mm 





mm 





4,58 


10 


9,18 


20 


17,41 


30 


31,56 


1 


4,92 


11 


9,81 


21 


18,50 


31 


33,42 


2 


5,29 


12 


10,48 


22 


19,66 


32 


35,37 


3 


5,68 


13 


11,19 


23 


20,88 


33 


37,43 


4 


6,09 


14 


11,94 


24 


22,18 


34 


39,59 


5 


6,53 


15 


12,73 


25 


23,55 


35 


41,85 


6 


7,00 


16 


13,56 


26 


24,99 


36 


44,23 


7 


7,49 


17 


14,45 


27 


26,50 


87 


46,73 


8 


8,02 


18 


15,38 


28 


28,10 


38 


49,35 


9 


8,58 


19 


16,37 


29 


29,78 


39 


52,09 



Beispiel: Bei einem Luftdruck p = 763 mm wurde gemessen 
t ^ + 15,2^ und ^' = + 11,6«. Für den Wert von t' ist S « 
10,2 mm, folglich wird 

e = 10,2 - 1,8 = 8,4 mm. 



§ 107. Die vereinfachte barometrische Höhenforme]. 

Für ein nicht zu großes Gebiet kann man die beiden letzten 
Faktoren der Gl. (7) § 105 S. 255 als konstant ansehen. Aber 
auch der Einfluß der Luftfeuchtigkeit ist so gering, daß eine ' 
Vereinfachung des zweiten Faktors durch Einführung von Mittel- 



Eggert, Geodäsie. 
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werten zulässig ist, wodureli die Messung der Luftfeuchtigkeit 
überflüssig wird. Es zeigt sich nämlich, daß im allgemeinen 
die Luftfeuchtigkeit mit der Lufttemperatur wächst und daß 
näherungs wei se 

ß^ — a + bt 
gesetzt werden kann. Hiermit können wir auch 

(1 + at) (1 + a + bt) ^ l + a + (a + b)t, 
oder auch mit derselben Annäherung 

(1 + «0 (1 + » + ") - (1+ ») (1 + « + 6)() 
einführen. 

Von den mehrfachen Bestinunungen der Koelffizienten a 
und h nehmen wir nach Sann (Lehrbuch der Meteorologie. 
Leipzig 1901) 

(1 = 0,00154 und fc - 0,00034 
an, womit die Gl. (7) § 105 S. 256 übergeht in 
A = 18403,1 log^ 1,00154(1+0,00400 0(1+1' cos 29>)(l + ÄÄi„) 
oder 

(1) h ^ 18431,4 log ^ (1 + 0,004 t){l + y cos 2ip) (1 + dB^. 

Indem wir die letzten beiden Faktoren als konstaut an- 
nehmen, setzen wir 

(2) 18431,4 (1 + y cos 2<p) (1 + dH^) = A' 

und erhalten die vereinfachte barometrische Höhenformel 

(3) h~Ä' log *i (1 + 0,004 1). 

'^"'ie Gleichung eignet sich sehr gut zur Aufstellung von 
mit zwei Argumenten. 

ieehnungshöken. Indem wir unter Einfthrung eines be- 
Normalwertes p^ des Luftdrucks 

A'\og^^(i + o,(mt) = ^l 

^' log ^"(1+ 0,004 () = §; 
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Die Werte der Rechnungshöhen $' sind von Jordcm in 
einer numerischen Tafel ^), von Vogler in einer graphischen 
Tafel ^) mit den Argumenten p und t zusammengestellt worden. 

2. JETöhenstufen, Der 61. (3) gab Bahinet im Jahre 1850 

eine andere Form, indem er für log - eine Reihenentwicklung 

einführte, die für Höhenunterschiede bis zu 1000 m auf das 
Glied erster Ordnung beschränkt werden kann. Es ist 

Pi ^ Pi + Pi 
Pi 1 _ ?i — Pi ' 

Px + Pi 

und 

log (1 + ir) = /i (a; - 2 0?^ + -rr» + • • •) 

log {I-X) il{x + -^X^ + 8 ^^ "^ )' 

worin ^ — 0,43429 ist, folglich erhalten wir 

log^«2^(?^-^-^«- + i(^^-;-^'V + ---} 
^ Pi ^\Pi+Pi ^\Pi+ Pi/ ^ i 

und 

(6) Ä - ^' 2, (1 + o,oo4o||;-;-J; + ; (|; --J)' + •••). 

Benutzen wir zur Umformung des letzten Gliedes die 
Näherung 

® ^ Pi+ Pi' 

so geht das letzte Glied über in 



+ r. 



hl 1000« / Äo \» 

12 .4' V« ^ 12 ^' V* \1000/ ' 



und für ^' « 18450 erhält es den Wert 



+ 1^3 iZ) ■ 



Da dieses Glied somit bei einem Höhenunterschied von 
1000 m erst + 1,3 m gibt, so kann es in Rücksicht auf die Ver- 
nachlässigungen der Gl. (3) gegenüber der allgemeinen baro- 
metrischen Höhenformel weggelassen werden. 



1) W. Jordan^ Barometrische Höhentafeln. 2. Aufl. Stuttgart 1886. 

2) Ch. Ä» Vogler ^ Graphische Barometertafeln. Bzannschweig 1880. 

17* 
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Für die Anwendung einer Hilfstafel schreiben wir Gl. (6) 
nun in der Form 



^= ^''''!:Vr' (p.-p.\ 



und setzen wir 
(7) 



Pi +P^ 



^> (1 + 0,004^) _ ^^ 

Pi + P i ' 

2 



SO ist 

(8) h^{p,^ p,) Ah . 

Der Koeffizient Ah, der von dem arithmetischen Mittel der ge- 
messenen Luftdruckwerte und von der Temperatur abhängt, wird 
als barometrische JETöhenstufe bezeichnet. Eine Tafel für die 
Werte von Ah, die für Deutschland ausreicht, ist nach Hammer 
in Fig. 179 entworfen. 



■^JO 



+20 



-hiO 




670 



690 



710 



730 



750 



Fig. 179. 
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§ 108. Beispiele. 

Professor v, Bauernfeind ließ im Jahre 1881 in drei Punkten 
des bayerischen Hochgebirges eine Reihe von Beobachtungen 
zur Erforschung der terrestrischen Refraktion ausführen. Aus 
den hiermit verbundenen Messungen des Luftdrucks, der Luft- 
feuchtigkeit und der Lufttemperatur soll der Höhenunterschied 
der beiden Punkte Höhensteig und Kampenwand berechnet 
werden. Wir benutzen hierzu Mittelwerte aus den Beobachtungen 
eines Tages. 

Höhensteig: p^ = 719,2 mm, e^ = 10,5 mm, t^ = + 1*7,74^, 

9i = 47<>52'00" 
Kampenwand: ^g = 632,9 mm, e^ = 7,8 mm, t2 = + 10,31^, 

(P8 = 47M5'18". 
Die mittlere Höhe ist rund 1000 m. 

Für die Berechnung nach Gl. (7) § 105 S. 255 ergibt sich 
somit 



p = 676,0 mm, t « + 14,02«, (p = 47« 48' 39" 
e « 9,2 mm, H^ = 1000 

log2>i = 2,85685 
logp^ « 2,80134 

log^^ =0,05551. 

Zur Bestimmung der Logarithmen der einzelnen Korrektions- 
faktoren benutzen wir die Additions- und Subtraktionslogarithmen. 
Für den Faktor 1 + at erhalten wir zunächst 

log a = 7,56407 
log^= 1,14675 

loga^ = 8,71082. 

Mit log at als Argument entnehmen wir aus den Additions- 
und Subtraktionslogarithmen unmittelbar 

log(l +«0 = 0,02176. 

Ebenso berechnen wir die Logarithmen der übrigen Korrektions- 
faktoren. 

Der Höhenunterschied h berechnet sich somit wie folgt: 
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log 18403,1 « 4,26489 

log (log J;) = 8,74437 

log (1 + «0 =- 0,02176 

log (l + ß^) = 0,00222 

log (1 + y cos 2^) - 9,99989 
log (1 + dH^) ^ 0,00014 

log h - 5,03327 
h - 1079,6 m. 

Als zweites Beispiel benutzen wir die von BüMniann und 
Albreckt am Yaltenbei^ in Sachsen ausgeführten Beobachtungen. 
Nach BüMmann, „Die barometrischen Höhenmessuugen", ist 
gemessen 

Neukirch: i>i = 737,25 mm t^^+l^V 
Valtenberg: pj = 7 13,65 mm ^^ = + 19,3 ^ . 

Die Mittelwerte sind 

p == 725,45 mm f = + 19,5^ 

und hiermit erhält man aus Fig. 179 die barometrische Höhen- 
stufe 

AÄ= 11,86, 

und nach Gl. (8) § 107 ist 

Ä=ll,86(2),~i>3) 
oder 

Ä« 279,9 m. 

§ 109. Mängel der barometrischen Hökenmessung. 

Die Voraussetzungen bei der Ableitung der barometrischen 
Höhenformel werden bei der Ausführung von Höhenmessungen 
nur selten erfüllt sein. Insbesondere werden bei Messungen auf 
der Erdoberfläche die beiden Beobachtungspunkte nie in der- 
selben Lotlinie liegen. Wird die Höhenformel in diesen Fällen 
doch angewendet, so muß angenommen werden, daß die Flächen 
gleichen Luftdrucks parallel zur Meeresfläche liegen. Dies trifft 
aber weder für einen bestimmten Zeitpunkt noch für Mittelwerte 
zu, wie die täglichen und die mittleren Isobarenkarten zeigen. 
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Liegen in den beiden Punkten Beobachtungen vor^ die sich über 
mehrere Jahre erstrecken, so kann die Konrektion für die Mittel- 
werte wegen der Neigung der Flächen gleichen Luftdrucks aus 
einer Karte der mittleren Isobaren entnommen werden. Unter 
Umständen können auch die aus den Beobachtungen der meteoro- 
logischen Stationen hervorgehenden täglichen Isobarenkarten 
Verwendung finden. Schon bei Entfernungen von 10 — 20 km 
kann die Korrektion 1 mm betragen. 

Eine weitere^ selten erfüllte Voraussetzung ist die, daß die 
Lufttemperatur sich von einem zum andern Punkt gleichmäßig 
ändert. Trifft dies nicht zu, so wird auch die mittlere Luft- 
temperatur nicht mit dem arithmetischen Mittel der Temperaturen 
in den beiden Beobachtungspunkten übereinstimmen. Hierzu 
kommt, daß die Angaben der Thermometer durch die Wärme- 
strahlung des Bodens beeinflußt werden, so daß im Winter und 
in der Nacht zu niedrige, im Sommer und am Tage zu hohe 
Temperaturen gefunden werden. Die Folge hiervon ist eine 
jährliche und eine tägliche Periode der aus Barometermessungen 
ermittelten Höhen, wie sie in der Tat durch Plantamour, 
von Bauernfeind u. a. gefunden wurden. 

Eine genäherte Eliminierung dieses Temperaturfehlers ist 
möglich, wenn gleichzeitig mit den Beobachtungen der beiden 
Stationen noch Beobachtungen in andern, in der Nähe liegenden 
Punkten ausgeführt sind, deren Höhen bekannt sind. Mit Hilfe 
der barometrischen Höhenformel kann für je zwei dieser Punkte 
aus dem Höhenunterschied die mittlere Lufttemperatur bestimmt 
werden, aus der man sieht, welcher Korrektion das arithmetische 
Mittel der gemessenen Lufttemperaturen bedarf. Hiervon kann 
man dann für den neu zu berechnenden Höhenunterschied Ge- 
brauch machen. 

Der Einfluß mangelhafter Berücksichtigung der Luftfeuchtig- 
keit und der Schwerkraft wird gegenüber der Unsicherheit in 
der Einführung der Lufttemperatur verschwindend klein sein. 

§ 110. Barometrische Höhenaufaalimen. 

Das Quecksilberbarometer und das Siedethermometer werden 
für Höhenmessungen nur auf Reisen längerer Dauer in Frage 
kommen, und auch hier hauptsächlich zur Prüfung der Aneroide, 
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mit denen die Messungen ausgeführt werden. Während früher 
barometrische Höhenmessüngen nur vereinzelt angewendet wurden, 
und zwar nur d^, wo geometrische und trigonometrische Nivelle- 
ments nicht ausführbar waren, bat diese Methode seit der Ein- 
führung der Aneroide eiüe große Bedeutung namentlich für die 
ersten Vorarbeiten zu Ingenieurbauten in bergigem Gelände er- 
langt. An der Hand von Lageplänen sind hier die Höhen einer 
großen Anzahl von Punkten zu bestimmen, aus denen in den 
Plänen die Höhenkurven konstruiert werden können. 

Den Ausgangspunkt der Höhenmessungen bildet eine Station 
von bekannter Höhe; An die Stelle der gleichzeitigen Be- 
stimmung des Luftdrucks auf der Station und den einzelnen 
Messungspunkten im Gelände tritt die Beobachtung eines Stations- 
barofneters in gleichen Zeitabständen, z. B. von 15 zu 15 Minuten, 
während zu den Ablesungen des Feldbarometers die Uhrzeiten 
vermerkt werden. Als Stationsbarometer kann ein Quecksilber- 
barometer oder ein Aneroid benutzt werden, während als Feld- 
barometer nur ein Aneroid geeignet ist» Vor Beginn der 
Messungen wird durch Vergleicbung die relative Standkorrektion 
des Feldbarometers gegen das Stationsbarometer ermittelt. Auf 
die Messung der Luftfeuchtigkeit tvird bei solchen Aufnahmen 
ganz verzichtet werden können, während die Lufttemperatur 
wenigstens von Zeit zu Zeit zu bestimmen ist. 

In dem folgenden Beispiel ist ein Teil einer Höhenaufiiahme 
behandelt, die mit zwei Aneroiden ausgeführt wurde. Wir geben 
zunächst die Ablesungen auf der Station und im Felde und die 
Temperaturmessungen wieder. 



Stationsbarometer 
(Aneroid I) 


1 


Feldbarometer 
(Aneroid II) 




Zeit 


Ablesung Temp. 


Punkt 


Zeit 


Ablesung 


Temp. 


9h 45m 

10 00 
10 16 
10 30 

10 46 

11 00 
11 15 
11 30 

11 45 

12 00 


758,30 mm +18,2« 
758,20 + 18,2 
768,20 +18,3 
768,16 ; + 18,3 
758,10 ' +18,3 , 
758,00 + 18,4 
758,05 + 18,3 
768,00 ; + 18,4 
757,90 + 18,4 
757,90 +18,4 


1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 


9^56"» 
10 02 
10 09 
10 24 
10 38 

10 53 

11 22 
11 48 


756,30 mm 

756,80 

753,96 

760,25 

749,40 

748,50 

745,76 

744,60 


+ 16,8<> 
+ 16,5 
+ 16,5 
+ 16,2 1 
+ 16,0 1 
+ 16,1 1 
+ 16,0 
+ 16,0 i 

! 

1 

1 
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■^— — <■ 



Lufttemperatur 
Zeit ! Thermometer 



9*^60™ 
10 28 

10 46 

11 ^0 
11 60 



+ 15,3 
+ 16,6 

+ 16,7 
+ 15,9 

+ 1M 



Die Meereshöhe der Station ist gleich 13,5 m. 
Die Gleichungen der Aneroide sind 

Aneroidl: ^ = ^ + 0,05^-0,021 (760 -JL). 
Aneroid H: p^Ä + 1,42 - 0,02^ + 0,042 (760 - Ä) . 

Hierbei ist die Standkorrektion des Aneroids 11 durch Ver- 
gleichung mit I ermittelt worden. 

Nachdem alle Ablesungen korrigiert sind, werden die 
Barometerstände auf der Station und die Lufttemperaturen für 
die Zeiten der Feldbeobachtungen interpoliert und die Werte 
der Hohenstufen aus der Tafel Fig. 179 S. 260 bestimmt. 
Hiermit erfolgt dann die Berechnung der Höhenunterschiede 
und der Höhen der einzelnen Punkte. 



Station 


Feld 


1 
Temp. ' Mittel 


Höhen- 
stufe 


Differenz 


Höhen- 
untersch. 


Höhen 


' 1 
Punkt 


Px 


i>2 


. i Pi +P2 
* "'2 


Ah 


Pi—Pi 


h 


H 




769,13 mm 


767,54 mm 


+ 15,30, 768,3 mm 


11,18 


1,59 mm 


+ 17,8 m 


31,3 m 


1 


769,10 


767,07 


+ 15,4 


758,4 


11,19 2,03 


+ 22,7 


36,2 


2 


769,10 


765,29 


+ 15,6 


757,2 


11,21 3,81 


+ 42,7 


56,2 


3 


759,08 


761,76 


--15,6 


755,4 


11,24 7,32 


+ 82,3 


95,8 


4 


769,02 ^ 


750,95 


--15,7 


755,0 


11,25 8,07 


+ 90,8 


104,3 


5 


768,95 


760,08 


+ 15,7 


754,5 


11,26 8,87 


+ 99,9 


113,4 


6 


768,92 


747,46 


+ 15,9 


753,2 


11,29 11,47 


+ 129,5 • 


143,0 


7 


768,80 


746,35 


+ 16,1 


752,6 


11,30 


12,45 


— 140,7 


154,2 


8 



Eine erhebliche Beschleunigung der Aufnahme kann erzielt 
werden, wenn die Stcaffelmethode angewendet wird. Hierbei 
werden beide Aneroide als Feldbarometer für die Höhenaufnahme 
benutzt, und die Berücksichtigung der zeitlichen Luftdruck- 
äüderung erfolgt durch gleichzeitige Ablesung in verabredeten 
Wechselpunkten. Zur Erläuterung des Verfahrens diene fol- 
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gendes schematische Beispiel, in dem die Aneroidablesungen als 
bereits korrigiert angenommen werden sollen. 

Um 7*^ geben Aneroid I und II im Punkte Ä 752 mm an, 
„ 8*^ An. n in Ä: 753 mm, An. I in B: 746 mm, 
„ 9*^ An. II in B: 744 mm, An. I in C: 735 mm, 
„ 10^ An. II in C: 734 mm. An. I in D: 721 mm 

usw. 

Unter der Annahme, daß der Luftdruck sich in allen Punkteo 
gleichmäßig geändert hat, finden wir für den Punkt Ä 

um 7^ den Luftdruck 752 mm 
„ 8** „ „ 753 mm 

„ 9^ „ „ 751 mm 

„ 10^ „ „ 749 mm 

usw. 

Diese Zahlen ersetzen die Ablesungen eines Stations- 
barometers. Werden für die Ablesungen in den aufzunehmenden 
Geländepunkten ebenfalls die Uhrzeiten notiert, so kann die 
Berechnung der Höhenunterschiede wie auf S. 265 erfolgen. 

Dieses Verfahren wird namentlich beim Aufnehmen lang- 
gestreckter Geläudestreifen vorteilhaft sein. 

§ 111. Höhenauf nahmen mit nur einem Barometer. 

Steht nur ein Aneroid zur Verfügung, so bleibt zur Be- 
stimmung der Luftdruckänderung nur übrig, von Zeit zu Zeit 
zum Ausgangspunkt zurückzukehren. 

Besonders einfach gestaltet sich diese Methode, wenn es 
sich lediglich um Einschaltung von Punkten zwischen zwei ge- 
gebene Höhenmarken handelt. In diesem Falle bedarf es nur 
einer Bestimmung der Temperaturkorrektion, während die 
Teilungs- und Standkorrektion bei der Berechnung der Höhen- 
unterschiede eliminiert werden. Kompensierte Aneroide können 
folglich ohne weiteres angewendet werden. 

Die Punkte P^ und P„ seien Höhenmarken mit bekannten 

o n 

Höhen H^ und H^, während die Höhen H^, H^ - - • der Punkte 
P^^P^" ' zu bestimmen sind. Die wegen Temperatur verbesserten 
Ablesungen des Aneroids mögen mit A, die Uhrzeiten mit Z 
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bezeichnet werden. Nach GL (3) § 104 S. 251 ist der Luft- 
druck 

. . p^Ä + a + b (760 - ^) = ^ (1 ~ 6) + a, 

^^ wo a'^a + b'160 ist. 

Mit der Annahme einer gleichmäßigen Änderung des Luft- 
drucks und nahe gleichbleibender Temperatur können wir setzen 

H„-H,^aip„-p,) + ß{Z„-Z„). 

Erfolgt zum Schluß eine zweite Ablesung Äo zur Zeit Zo 
im Punkte Po, so ist entsprechend den Gl. (2) 

(3) • = a (po -Po) + ß(Z:- Zo). 
Da aber 

Po—Po^(Äo'-Äo)(l'-b) 

isty so ist auch 

O^aiÄ'o- Äo) (1 - 6) + /J (Z'o - Zo) 
oder 

(4) ß a(l-h)§^- 

Aus der letzten Gleichung des Systems (2) ergibt sich 
femer 

Hn-Ho^a{l - b) {An -Ao)-a{l- b) (X - Ao) |-I-f^ 
und hieraus findet sich 

Nachdem aus dieser Gleichung die Größe a (1—6) be- 
rechnet ist, ergibt sich aus der GL (4) der Wert von /J, und 
68 können dann nach den Gl. (2) die einzelnen Höhenunterschiede 
berechnet werden. 

Außer den schon im Text genannten Schriften ist noch 
hervorzuheben Schreiber^ Handbuch der barometrischen Höhen- 
messungen (Weimar 1877). 



in. Abschnitt. 

Gleichzeitige Horizontal- und Hölienaufnalimen- 

14. Kapitel. 

Die Tachymetrie. 

§ 112. Distanzmesser nach Beichenhach und Porro. 

Während bisher die Horizoutalaufnahmen und die Höhen- 
aufnahmen getrennt behandelt wurden, wenden wir uns nun den- 
jenigen Messungsmethoden zu, die eine gleichzeitige Bestimmung 
der horizontalen Lage und der Höhe von Geländepunkten er- 
möglichen. Die Tachymetrie löst diese Aufgabe durch Messung 
der Polarkoordinaten von Geländepunkten in bezug auf beliebig 
angenommene Koordinatennullpunkte oder Stationen, indem voü 
hier aus Horizontalwinkel, Zenitdistanzen und Entfernungen be- 
stimmt werden. Diese Methode erlangt jedoch erst dadurch 
praktischen Wert, daß die Entfernungsmessung nicht unmittel- 
bar, sondern auf indirektem Wege mit Hilfe eines Distanzmessers 
ausgeführt wird. Wir beschränken uns darauf, für die tachy- 
metrische Aufnahme dasjenige Prinzip der Entfernungsmessung 
zu behandeln, das seiner Einfachheit wegen am meisten an- 
gewendet wird. 

Reichenbachs Distanzmesser besteht aus zwei parallelen 
Fäden, die in der Gesichtsfeldblendenebene eines astronomischen 
Fernrohrs in gleichen Abständen von dem Horizontalfaden des 
Fadenkreuzes befestigt sind. In Fig. 180 sind bei D die Schnitt- 
punkte der drei Horizontalfäden mit dem Vertikalfaden dar- 
gestellt. Wird der Okularauszug mit Hilfe seines Triebes be- 
wegt, so beschreiben diese drei Punkte gerade Linien, die im 
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allgemeinen der optischen Achse des Objektivs nicht genau 
parallel sind. Verfolgen wir diese drei Geraden durch das Ob- 




Pig. 180. 

jektiv hindurch, so bildet die mittlere nach der Brechung die 
Visierachse des Fernrohrs (vgl. S. 61), und alle drei Geraden 
schneiden sich in einem Punkte F der vorderen Brennebene des 
Objektivs. 

Wir setzen zunächst den Fall voraus, daß die Visierachse 
des Femrohrs horizontal liegt, und es möge im Abstand l von 
der vorderen Brennebene des Objektivs eine Nivellierlatte lot- 
recht aufgestellt sein, an der mit den beiden Distansffäden ab- 
gelesen werde. Ist die DiflFerenz der beiden Ablesungen, der 
Lattenabschnitt, gleich a, der Fadenabstand gleich p und die 
Brennweite des Objektivs gleich /*, so ist 

(1) 

oder wenn 



P 



i^h 



p 



(?) 

gesetzt wird, 

(3) l = ak. 

Ist die Konstante i, die sog. große Konstante, bekannt, so 
kann aus dem Lattenabschnitt a sofort die Entfernung berechnet 
werden. 

Bei der praktischen Ausführung der Entfernungsmessung 
wird die Entfernung s des Lattenstandpunktes von der Steh- 
achse des Instruments, zu dem das Fernrohr gehört, gesucht, es 
ist also zu l noch die Größe c, die kleine Konstante, hinzuzufügen, 
so daß wir haben 

(4) s = c + ah. 
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Durch passende Wahl des Fadenabstandes p wird der 
Mechaniker der Konstanten h einen runden Wert^ z. B. 100 
oder 200, geben, so daß dann die Grundgleichung (4) des 
jße^'c/ten&oc^schen Distanzmessers bequem zu benutzen ist. 

Das Vorstehende gilt für ein Femrohr mit einfachem oder 
mit Bamsden^c^em. Okular. Bei einem Femrohr mit Huyghens- 
schem Okular liegen die drei Fadeuschnittpunkte D zwischen 
den beiden Okularlinsen entsprechend dem Fadenkreuzschnitt- 
punkt K in Fig. 41 (S. 62). Die ganze vorstehende Betrach- 
tung gilt jedoch auch hier, wenn wir an die Stelle der drei 
Schnittpunkte D ihre durch die Kollektivlinse des Okulars ent- 
worfenen Bilder setzen, entsprechend K^ in Fig. 41. 

Eine kleine Vereinfachung der Gl. (4) wird durch die Kon- 
struktion des Porroschen Distanzmessers erzielt, bei dem der 
Schnittpunkt F der beiden äußeren Strahlen in die Stehachse 
des Instruments verlegt wird, so daß die kleine Konstante c 
gleich Null wird. Dieser Vorteil wird durch Einführung einer 
Kollektivlinse erreicht, die in dem Objektivrohr befestigt ist. 
Fig. 181 veranschaulicht den Einfluß dieser Kollektivlinse auf 
den Gang der vorher verfolgten Strahlen. Letztere schneiden 
sich nach der Brechung durch die Kollektivlinse in deren 

vorderer Brennebene 
imter einem Winkel, 
der für alle Stellungen 
der Okularröhre kon- 
a, stant ist. Durch das 
Objektiv erleiden die 
Strahlen eine noch- 
malige Brechung, 
Fig. 181. durch die ihre Diver- 

genz derartig vermin- 
dert wird, daß der Schnittpunkt der aus dem Femrohr heraus- 
tretenden Strahlen in den Punkt fällt. Der Abstand der 
Kollektivlinse vom Objektiv kann nun derartig gewählt werden, 
daß der Schnittpunkt 0, der anallaktische Funkt, in die Steh- 
achse des Instruments fällt. Da der Winkel zwischen den aus- 
tretenden Strahlen konstant ist, so ist auch das Verhältnis 
zwischen dem Lattenabschnitt a und der Entfernung s kon- 
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stant^ und wir erhalten als Gleichnng des PorroBcheu Distanz- 
messers 

(5) 8 = a]c. 

Ein Nachteil des Porroschen Distanzmessers besteht, ab- 
gesehen von der Verteuerung des Femrohrs durch die Kollektiv- 
linse, darin, daß durch die letztere zugleich eine wesentliche 
Verringerung der Objektivbrennweite verursacht wird, womit 
auch die Vergrößerung des Fernrohrs in demselben Maße ab- 
nimmt. PorrÖB Distanzmesser ist deshalb nur dann anzuwenden, 
wenn das Instrument ausschließlich für die Zwecke der Tachy- 
metrie dienen soll. 

Die Erfindung des Beichenbcichsahen Distanzmessers ist nach 
Hammer auf James Watt, den Erfinder der Dampftnaschine, 
zurückzuführen, der sich dieser Methode der Entfernungsmessung 
im Jahre 1770 bei Vorarbeiten für einen Kanalbau bediente. 
Fast gleichzeitig wurde sie von dem Engländer Green an- 
gewendet. Indessen fehlte bei diesen ersten Versuchen noch die 
richtige Vorstellung von der Wirkungsweise einer solchen opti- 
schen Vorrichtung. Man rechnete die Entfernungen vom Ob- 
jektiv aus nach der nicht streng richtigen Gleichung (vgl. 

Fig. 180 S. 269) 

f +1 = ak 

und bestimmte die Korrektionen, die für die einzelnen Ent- 
fernungen erforderlich wurden. Erst der Münchener Mechaniker 
ReicJienba^h erjcannte 1809 die Lage des anallaktischen Punktes 
in der vorderen Brennebene des Objektivs und gelangte zu der 
wichtigen örundgleichung (4). 

Die aus dem Jahre 1849 herrührende Erfindung des 
piemontesischen Majors Porro hat wegenvder oben angegebenen 
Übelstände verhältnismäßig wenig Verbreitung gefunden. Die 
Berücksichtigung der kleinen Konstanten, die in der Regel rund 
0,5 m beträgt, verursacht wenig Mühe, außerdem gibt es viele 
Fälle, in denen sie ohne Schaden vernachlässigt werden kann. 

§ 113. Die Bestimmung der Konstanten. 

Nur die kleine Konstante c des Reichenbachschen Distanz- 
messers kann durch direkte Messung genügend genau ermittelt 
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werden. Die große Konstante h wird am besten indirekt durch 

Messung einer Entfernung s mit dem Distanzmesser ui^d mit 

Meßlatten oder Meßband bestimmt. Wird für diese Entfernung 

der Lattenabschnitt a gefunden, und ist der Wert von c vorher 

ermittelt worden, so ist 

8 — c 



Jc=^ 



a 



Beispiel: Durch genaue Messung mit Latten wurde die 
Länge einer Strecke gleich 57,23 m gefunden. Mit einem 
Distanzmesser wurde für diese Entfernung der Lattenabschnitt a 
sechsmal bestimmt und es ergaben sich die folgenden Werte 

0,5630 m 

0,5615 

0,5625 

0,5615 

0,5620 

0,5625 

Mittel: 0,5622 m. 

Die kleine Konstante fand sich nach direkter Messung zu 
c = 0,46 m, folglich ist 



* = "'^^ - m^^. 



Auch die kleine Konstante kann gemeinsam mit der großen 
auf indirektem Wege bestimmt werden, indem man den Latten- 
abschnitt für eine kleine und eine große Entfernung mißt. Diese 
Methode der Konstantenbestimmung wird beim Pörroschen 
Distanzmesser angewendet werden müssen, um festzustellen, ob 
die Kollektivlinse an der richtigen Stelle steht, die kleine Kon- 
stante c also wirklich gleich Null ist. 

So wurden z. B. für die beiden Entfernungen «1=125,695 m 
und $2 = 11,790 m als Mittel aus mehreren Messungen mit 
einem Distanzmesser die Lattenabschnitte a^ = 1,2674 m und 
«2 = 0,1185 m gefunden. Nach Gl. (4) § 112 S. 269 haben wir 
dann 

125,695 = c + 1,2674 i 

11,790- c + 0,1185Ä, 
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and hieraus ergibt sich 

' fc« 99,14 c = 0,04. I 

Da der Wert c = 0,04 bei der praktischen Anwendung des ! 

Distanzmessers vernachlässigt werden kann, so kann für das 1 

untersuchte Instrument die Gleichung | 

5 = 99,14« 
benutzt werden. 

Es wird dem Mechaniker selten gelingen, der Konstanten Ä* 
den beabsichtigten runden Wert, in den vorstehenden Beispielen 
100, genau zu geben. Um die hierdurch entstehende Unbequem- 
lichkeit bei der Berechnung der Entfernungen zu vermeiden, hat 
man früher mehrfach Justiervorrichtungen angebracht, mit denen 
der Fadenabstand ein wenig verändert und auf den richtigen 
Wert gebracht werden konnte. Diese Vorrichtungen haben ^ich 
jedoch schlecht bewährt, da die Justierschrauben sich beim' 
Transport lockerten imd die Konstante fortwährend veränderten. 

Bei Distanzmessern mit Huyghenssehem. Okular kann 
übrigens durch geringe Verschiebung der Gesichtsfeldblende 
gegen die Kollektivlinse der Abstand der durch die letztere ent- 
worfenen Fadenbilder, auf den es hier lediglich ankommt, auf 
die richtige Größe gebracht werden. Das Augenglas muß dann 
ebenfalls verstellbar sein, um die Fäden für die günstige Seh- 
weite des Auges einzustellen. Allerdings erfolgt diese Justierung 
auf Kosten der Achromasie des Okulars. 

Bei Porros Distanzmesser ist die Veränderung der Kon- 
stanten }i durch Verschiebung der Kollektivlinse möglich, wie 
Fig. 181 S. 270 zeigt. Durch mehrfache Versuche wird man 
auch hier den runden Wert der Konstanten k erreichen. Hier- 
bei bleibt die kleine Konstante c nicht mehr gleich Null, jedoch 
wird der sich ergebende kleine Wert von c keine Rolle spielen. 

Die Unbequemlichkeit der Rechnung mit einer nicht genau 
abgestimmten Konstanten kann durch Anwendung geeigneter 
Rechenhilfsmittel vermieden werden, auf die später eingegangen 
werden soll. 

§ 114. Geneigte Yisuren. 

Die Grundgleichungen (4) und (5) § 112 S. 269/271 der Di- 
stanzmesser gelten nur für den Fall, daß die Visierachse senkrecht 

Eggert, Geodäsie. 18 
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auf die Latte gerichtet ist. Bei einer um den Winkel a gegen 
die Horizontale geneigten Visierachse bleiben diese Gleichungen 
bestehen, wenn die Latte nicht lotrecht, sondern ebenfalls um 
den Winkel a gegen die Lotrichtung geneigt gehalten wird. Li 
der Tat wird dieses Mittel häufig angewendet. Da es bei 
steileren Visuren jedoch unbequem ist, die Latte in der richtigen 
Neigung zu halten, so zieht man auch hier die lotrechte Stel- 
lung vor und berücksichtigt den hierdurch entstehenden Fehler 

durch Rechnung. 

Li Fig. 182 sei C der Schnitt- 
punkt der Visierachse und der Steh- 
achse des Instruments, F der vor- 
dere Brennpunkt des Objektivs 
bzw. der anallaktische Punkt, und 
FO und FT] seien die den Di- 
stanzfäden entsprechenden Visuren. 
Aus den Ablesungen und TJ 
bilden wir den Lattenabschnitt a ^ —TJ. Sehen wir den 
Höhenwinkel a der Visierachse als bekannt an, setzen FM^^l 
und bezeichnen den Winkel zwischen den äußeren Visuren mit 
CO, so ist in dem Dreieck OFM 




cos 



l=^OF 
und in dem Dreieck OÜF 



(.+?) 



cos 



OF=a 



COB a, 



(-?) 



sin 09 



folglich wird 



cos 



l == a 



(« + I) 008 (a - 1) 



Es ist aber 

(" + !) 



COS a Bin CO 



cos 



cos 



(«-1)= 



,2 



2 



G) 



cos*« COS' - 



= COS*« 



2 



Sin' 



• g • Q CO 

— sm^asm* — 



Cd 



mithin ist 



cos*a — sink- 



et) 



l = a 



cos a. sin w 
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Führen wir die Substitution 

2 tang — 
2 

sin 03 = 

l + tang«-|- 

ein, so wird 

1 + tang*—- 

^ = a cos^of — sin* ^ I • 

2 cos a tang* 

Dies geht Dach einer einfachen Reduktion über in 

tang ■ sin*a 

. cos a ° 2 

i = a a — ^ • 

^ . CO 2 cos a 

2 tang — 
° 2 

Da aber nach dem Früheren die große Konstante 

1 



Jk = 



2 tang — 



ist, so erhalten wir 

(1) l = afccosa — jx sin« tang«. 

Für a = 45<>^ Ä; = 100 und i == 300 m erreicht das zweite Glied 
den Wert von 0,5 cm, es kann also stets vernachlässigt werden, 
und somit ergibt sich die Endgleichung 

(2) l == aAcosa. 
Für die Entfernung CM = s finden wir 

(3) 6- = c + aÄ cos a. 

Hieraus können wir sofort den horizontalen Abstand D des 
Punktes C von der Latte und den Höhenunterschied h der 
Punkte C und M angeben. Es ist 

(4) D ^ c cos a -\- ah cos^ a, 

(5) Ä = csina + aÄsinacosa, 
oder auch 

(6) Ä = csina + --aÄsin2a. 

statt der Gleichungen (5) oder (6) kann auch 



18 



* 
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(7) A = 2)tanga 

benutzt werden. 

Für die praktische Anwendung sind die Gl. (4) und (6) 
nicht bequem, weshalb man eine weitere Näherung einführt. 

Durch eine einfache Umformung erhalten wir aus (4) 
und (6) 

(8) 2) = (c + alc) cos*a + 2c cosa sin^ - , 

(9) /?, = (c + ah) Y sin 2a + 2c sin« sin^ — • 

Für c == 0,50 m und a = 45^ nehmen die beiden letzten 
Glieder der vorstehenden Gleichungen den Wert 0,10 m an. 
Die Genauigkeit der optischen Distanzmessung rechtfertigt es 
nicht, Glieder, die im extremen Falle den vorstehenden Wert 
erreichen, zu berücksichtigen, weshalb für die praktische An- 
wendung die Näherungswerte 

(10) 2) = (c + afc) cos»«, 



(11) 


A = (c + ah) Y sin 2« 


bzw. 




(12) 


h =^ D tanga 


hinreichen. 





§ 115. Beduktionshilfsmittel. 

Die unmittelbare Berechnung von D und h nach den vor- 
stehenden Gleichungen würde bei einer größeren Anzahl von 
Messungen zu mühevoll sein. Es sind deshalb Bechenhilfsmittel 
in Form von Zahlentafeln, graphischen Tafeln oder auch mecha- 
nischen Vorrichtungen eingeführt worden, die die Berechnung 
vereinfachen. 

1. Zahlentafeln: Die von Jordan herausgegebenen „Hilfs- 
tafeln für Tachymetrie" (3. Aufl., Stuttgart 1904) enthalten die 

Werte ---^ sin 2a und -Icos^a für ganze Werte von A zwischen 

10 und 250. Hierbei geht a für kleine Werte von Ä bis 30«, \ 
für mittlere Werte von Ä bis 20® und für große Werte von 
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A bis 10". Ohne Interpolation k^in D bis auf ganze Eiaheiten, 
h bis auf eine Dezimalstelle entnommen werden. 
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Ein jmderea Tafelwerk: Jadama, Tavole tacbeometriche 
sessagesimali (Torino 1900) eignet sich zur atrengeren Berech- 
nung von D und h. Hier sind für a = 0" bis k = 30" von 
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Minute zu Minute fortschreitend die Werte von Acos^a und 

1 . . ■ 

- J.sin2o( für ^ == 1 bis Ä = 9 auf fünf Dezimalstellen ge- 
geben, so daß man hieraus D und h für jeden Wert von Ä zu- 
sammenstellen kann. Allerdings ist hierbei häufig eine Addition 
von vier Zahlen erforderlich. 
Der Wert von 

J. = c + ak, 

der bei der Anwendung der vorstehenden Tafeln, wie überhaupt 
aller Rechenhilfsmittel, als gegeben vorausgesetzt wird, kann bei 
unrundem k mit Hilfe einer Skala ermittelt werden. Fig. 183 
zeigt einen Teil einer solchen Skala für die Konstanten k =« 98,87 
und c = 0,48, aus der für jedes a der Wert c + ak entnommen 
werden kann, z. B. a == 1,263 gibt c + ak= 125,3. 

2. Graphische Tafeln für D und h sind in großer Anzahl 
entworfen worden. In Fig. 184 ist aus Wenner, Graphische 
Tafeln für Tachymetrie, Darmstadt 1905, eine logarithmiseh- 
graphische Tafel unter Weglassung aller Zwischenlinien wieder- 
gegeben, die zur Berechnung von D dient. Die Argumente der 
Tafel sind die Zenitdistanz z der Visur und die Größe 
Ä — c + ak, und die Tafelwerte ergeben 

R ==^ Ä — A cos^a oder R = Ä — A sin^jsr, 

so daß 

D^-A-R 
ist. 

Zur Bestimmung des Höhenunterschiedes h ist in Fig. 18c 

für die Gl. (12) §114 S. 276 

h = D tang a 

eine Schichten- oder Isoplethentafd nach Vogler entworfen worden, 
die h mit den Argumenten D und a gibt. Die Kurven sind 
gleichseitige Hyperbeln, von denen die mit vollen Linien aus- 
gezogenen die horizontalen und vertikalen Geraden in gleiche 
Abschnitte einteilen. Hierdurch wird die Konstruktion solcher 
Tafeln sehr erleichtert. 

3. MecMnische HilfsmiUel. Von den vielen Vorrichtungen 
sei hier nur der tachymeirische Rechenschieber erwähnt, der von 
Werner in Zürich in die heute gebräuchliche Form gebracht ist. 
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Fig. 186 stellt einen solchen Schieber von Günther und Tegetmeyer 
in Braunschweig dar; er hat vier Skalen, ein» obere und untere 
auf dem Lineal und eine obere und untere auf dem Schieber. 
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Kg. 186, Pig. 188. 

Die beiden Lineal teitungen sind gleichartige logarithmische 
Skalen, auf der unteren Teilungskante des Schiebers sind in 
derselben Einheit die Logarithmen von cos* a für Jdie Werte 
von a zwischen 0° und 50" aufgetragen, während die obere 
Schieherkante die Werte von log \ sin 2a für a zwischen 0* 10' 
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und 40^ trägt. Die beiden Schieberskalen sind derartig gegen- 
übergestellt, daß der Strich 0® der unteren Teilung mit dem 
Strich 0® 34,4' der oberen Teilung zusammenfällt; für diese 
Winkel ist die Mantisse von log cos^ a bzw. log ^ sin 2a 
gleich Null. 

Beim Gebrauch wird der Nullstrich des Schiebers, der mit 
einem liegenden Kreuz versehen ist, auf den Wert Ä = c + aJc 
der unteren Linealteilung eingestellt, in Fig. 186 z. B. auf 23,0 
bzw. 230. Wird der Höhenwinkel a nacheinander an den beiden 
Schieberteilungen aufgesucht, so kann man hierzu an den Lineal- 
teilungen die Werte von (c + aJc) cos^ a und j {c + aJc) sin 2a 
ablesen. 

Eine Skala mit den Werten von log tang a, die der Rechen- 
schieber außerdem noch enthält, ist in Fig. 186 weggelassen. 

Die Anwendung des tachy metrischen Rechenschiebers ist 
sehr bequem, jedoch macht die Berücksichtigung der Komma- 
stellung namentlich bei der Berechnung von h ein wenig Mühe 
und gibt zu Fehlern Anlaß. 

§ 116. Distanzmesser mit selbsttätiger Reduktion. 

Schon in der Mitte des vorigen Jahrhunderts bemühte man 
sich, mit dem Faden distanzmesser Vorrichtungen zu verbinden, 
mit denen man im Felde bei der Aufnahme die Reduktion aus- 
führen konnte, so daß man sofort horizontale Entfernungen und 
Höhenunterschiede erhielt. Diesen Zweck verfolgen z. B. die 
von Wagner und Kreuter eingeführten Reduktionsvorrichtungen. 
Solche Instrumente haben jedoch kaum einen Vorzug vor dem 
einfachen Fadendistanzmesaer, zumal der Reduktionsmechanis- 
mus die Handhabung des Instruments im Gelände erschwert. 

Eine wirkliche Vereinfachung der Entfernungs- und Höhen- 
bestimmung bezwecken diejenigen Instrumente, die eine selbst- 
tätige Reduktion des Lattenabschnitts vollziehen, so daß an der 
Latte bereits die horizontale Entfernung D und der Höhen- 
unterschied h abgelesen werden können. Hierzu ist eine selbst- 
tätig eintretende Veränderung des Fadenabstandes im Femrohr . 
erforderlich. Eine Reihe von Erfindungen in Frankreich und • 
Italien versuchte diese Aufgabe durch njechanische Verschiebung 
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eines der beiden Distanzfäden zu lösen, jedoch sind die Ver- 
suche an der Schwierigkeit der exakten Ausführung gescheitert. 

Hammer in Stuttgart hat 1901 einen neuen Weg ein- 
geschlagen, auf dem er durch optische Hilfsmittel eine auto- 
matische Reduktion des Lattenabschnitts erreichte. Das Prinzip 
der von Hammer angegebenen und von Fennel in Cassel aus- 
geführten Konstruktion besteht darin, daß an die Stelle der 
Distanzfäden zwei auf einem Glasplättchen eingeätzte nicht 
parallele Kurven treten. Das Glasplättchen ist mit dem Fern- 
rohrträger fest verbunden, und durch ein seitliches Fenster im 
Fernrohr wird ein Ausschnitt aus beiden Kurven vermittelst 
eines besonderen Linsensystems in die Bildebene des Fernrohrs 
geführt, um hier die Distanzfäden zu ersetzen. Der Abstand 
dieser beiden Distanzfäden ist bei jeder Neigung des Fernrohrs 
ein anderer. 

Zur Erläuterung der inneren Einrichtung des Femrohrs und 
der Reduktionsvorrichtung dienen Fig. 187 und Fig. 188, von 
denen die erstere den schematischen Horizontalschnitt, die letztere 
die Ansicht des Instruments bietet. Beide Abbildungen geben 
jedoch nur die wichtigsten Teile wieder. Äußerlich ist an dem 
Fernrohr zu bemerken, daß statt der Okularröhre eine Objektiv- 




S^ 



.4? i^ 



R ö^j Ä 



Flg. 187. 



röhre durch einen Trieb beweglich ist. Die auf dem Fernrohr 
befestigte Röhrenlibelle dient zur Justierung des Listruments. 
Um die Kippachse K des Femrohrs dreht sich eine Scheibe S, 
von der ein durch Justierschraube und Federbolzen gehaltener 
Zapfen Z ausgeht. Die Scheibe S nimmt somit an den Kipp- 
bewegungen des Fernrohrs nicht teil. Der Rahmen R kann auf 
der Scheibe S um die Achse Ä gedreht und durch die Schrauben 
B in beliebiger Stellung geklemmt werden; die Drehung erfolgt 
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durch die Schrauben C. Um auch eine geringe Hebung und 
Senkung des Rahmens ausfahren zu können^ ist zwischen Rahmen 
und Scheibe ein Schlitten angebracht, der die Achse Ä trägt und 
durch die Schraube D bewegt werden kann. In den Rahmen R 
ist eine Glasscheibe G eingesetzt, die, wie Fig. 188 zeigt, ein 
aus feinen Linien bestehendes Diagramm trägt. Die unterste 
Kurve des letzteren ist ein Kreisbogen, dessen Mittelpunkt in 
der Kippachse liegt. Aus Fig. 187 ist ersichtlich, daß die 
Scheibe S und das Femrohr hinter der Mitte des Diagramms 
durch Fenster unterbrochen sind. Im Innern des Fernrohrs 
sehen wir ein mit der Hypotenusenfläche reflektierendes Prisma 
Pj angebracht, femer ein kleines Objektiv Oj und ein mit zwei 
reflektierenden Flächen ausgestattetes Prisma P^. Die lotrechte 
Kante des letzteren halbiert das Gesichtsfeld und vertritt die 
Rolle des Vertikalfadens des Fadenkreuzes. Die von dem Dia- 
gramm ausgehenden Lichtstrahlen treffen auf das Objektiv Og 
und vereinigen sich nach der Brechung und nach zweimaliger 
Reflexion zu einem Bilde des Diagramms 
in der Ebene E. Durch Bewegung des 
Objektivs 0^ kann auch das Bild des ein- 
gestellten Objekts in diese Ebene ge- 
bracht werden, so daß das letztere rechts, 
das des Diagramms links im Gesichtsfelde 
erscheint. Bei horizontaler Lage des 
Fernrohrs ergibt sich somit im Gesichts- 
felde der Anblick der Fig. 189, wobei 
das Fernrohr auf eine lotrecht stehende 

Latte gerichtet ist. Die Bedeutung des Diagramms ist die 
folgende: Der an der Prismenkante gemessene Lattenabschnitt l^ 
zwischen den beiden ausgezogenen Dia- 
grammkurven gibt mit der Konstanten 
\ = 100 multipliziert die horizontale Ent- 
fernung!); in der Zeichnung ist l^ = 0,247, 
also D == 24,7. 

Dasselbe ist bei geneigtem Fernrohr 
der Fall (Fig. 190), indem der Lattenab- 
schnitt dadurch selbsttätig verkleinert wird, 
daß bei der Neigung des Fernrohrs ein pig. 190. 




Fig. 189. 
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anderer Teil des Diagramms an die Prismenkante gelangt. Zu- 
gleich ist der Lattenabschnitt l^ zwischen der Kreislinie und der 
gestrichelten Linie multipliziert mit der Konstanten Jc^ ==* 20 
gleich dem Höhenunterschied zwischen dem Fernrohr und der 
Lattenablesung an der Kreiskurve, la Fig. 190 ist l^ == 0,215, 
l^^ + 0,241, folglich D - 21,5 m, A « + 4,82 m. 



§117. Die Berechnung des Diagramms. 

Um die Theorie der Hammer -Fennehchen Reduktions- 
vorrichtung vollständig zu geben, entwickeln wir noch die 

Formeln, die zur Berechnung des Dia- 
gramms erforderlich sind. Da das Ob- 
jektiv nach Fig. 187 mit einer Kollektiv- 
linse verbunden ist, so bildet das ganze 
System einen Porroschen Distanzniesser. 
Es sei in Fig. 191 der anallaktische 
Punkt des Fernrohrs, M der Nullpunkt 
der Latte und l^ der Lattenabschnitt, 
aus dem die Entfernung D berechnet 
werden soll. Unter Einführung der 
beiden Winkel a und ß^ und der Strecke OM = s finden wir 




Fig. 191. 



und 



, COfl (a + ß^) 
^""^1 sinft 

y^ , COS (a + ß.) 

D = s cos a = L — . j ^^ cos a . 

^ sm Pi 



Nun wird die Forderung gestellt, daß der Lattenabschnitt 
bei beliebiger Fernrohmeigung der Bedingung 

entspricht, wo \ eine Konstante ist. Für den Winkel ß^ ergibt 
sich folglich die Gleichung 



oder 

(1) 



, cos (o: + ßj) 

lc.= — ^. ' - 'cosa 

^ sm /jj 



tang ß, = j^-:^ 



cos-a 



sin cc cos a 

Bezeichnen wir den Abstand der Distanzlinien des Dia- 
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gramms bei einer Neigung « des Femrohrs in der Bildebene E, 
Fig. 187, mit p^ und die äquivalente Brennweite des Objektivs 
und des Kollektivs mit /*, so ist nach § 112 S. 269 



ßi Pi 



tang %^ = 



Hieraus ergibt sich 

(2) 



^f 



ß 
i>i =2/*tang^. 



Aus (1) und (2) kann der Abstand p^ für jeden Höhen- 
winkel cc berechnet werden. 

Ist femer l^ der Lattenabschnitt, aus dem der Höhen- 
unterschied h berechnet werden soll, so ist entsprechend 

, . , cos (a + ßg) . 

h =- s Sin a = U — . ' sm a . 



"2 



Da aber gefordert wird, daß 



ist, so ergibt sich 



fl Ka va 



^^ cos(«+fe) ^^^ 



sin/5j 



sm cc cos oc 



und hieraus 

Zur Berechnung des Fadenabstandes hat man 



(4) 



i), = 2/'taiigÄ 



Für Tiefen winkel sind die entsprechenden Formeln leicht 
aufzustellen. Nach Fig. 192 haben wir 

smp 

Führen wir hiermit die obige 
Entwicklung durch, so erhalten wir 
für die Entfernungsmessung 

cos (Y 

(5) tang j3i = , — . 

^ ^ o 1-1 jc^ — sm a cos cc 

und für die Höhenmessung 
(6) 




Fig. 192. 



tang ß^ = j^^ 



sm a cos cc 



sin* a ^ 



während die Gl. (2) und (4) unvenLndert bleiben. 
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Die Abstände p^ und p^ müssen die Diagrammlinien in ^er 
Ebene E der Fig. 187 haben. Die Linse 0^ bildet das Dia- 
gramm in der Ebene E in unveränderter Größe ab^ es kann somit 
nach den obigen Formeln das Diagramm selbst berechnet werden. 
Die äquivalente Brennweite des Objektivs und des Kollektivs ist 
gleich 334,78 mm. Hieraus ergibt sich für 



«=-30« 



p^ = 3,348 mm 
Pi = 2,500 mm 
Pi = 2,522 mm 



Pi 





7,158 mm 

7,340 mm 



Wenn noch für einige Zwischen werte von a die Größen 
Pi und p^ berechnet werden, so kann das Diagramm leicht kon- 
struiert werden. Die unterste Kurve des letzteren ist ein Kreis- 
bogen, dessen Radius r gleich 
30 mm gemacht wurde. Für 
jeden Höhen- bzw. Tiefen- 
winkel « wurden auf dem Ra- 
dius die Längen r -{- p^ und 
r -{- P2 abgetragen (Fig. 193), 
wodurch man dieEntfemungs- 
kurve und die Höhenkurve 
erhielt. 

Bei der Ausführung des 
Diagramms wurde dasselbe in 20 facher Vergrößerung entworfen 
und auf photographischem Wege in der richtigen Größe auf Glas 
übertragen. 




Fig. 198. 



§ 118. Die Justierung der Hammer-Fennelschen 

RednktionsTorrichtung. 

Zur Festlegung der Bildebene ist bei E Fig. 187 ein Hori- 
zontalfaden ausgespannt, der zugleich bei der Justierung von 
Nutzen ist. Wir bezeichnen im Diagramm den Schnittpunkt 
der beiden gestrichelten Höhenkurven mit dem Grundkreise als 
Nullpunkt, den durch ihn gehenden Radius als Mittel/rddius des 
.Diagramms. Letzterer ist auf dem Glasplättchen durch zwei 
Sterne kenntlich gemacht. 

Die Ermittlung der horizontalen Entfernungen und der 
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Höhenunterschiede erfolgt nur dann frei von Instrumentalfehlem^ 
wenn folgende Bedingungen streng erfüllt sind: 

1. Die kleine Konstante c des Distanzmessers ist für mitt- 
lere Entfernungen gleich Null. Sie kann nicht für alle Ent- 
fernungen verschwinden, da der anallaktische Punkt sich mit dem 
Objektiv des Femrohrs bewegt. 

2. Die beiden Multiplikationskonstanten haben die Werte 
ÄJi « 100 und \ == 20. 

3. Der Horizontalfaden liegt in der Bildebene. 

4. Die Prismenkante in der Bildebene kreuzt die Kippachse 
rechtwinklig. 

5. Der KoUimationsfehler ist gleich Null. 

6. Die Libellenachse ist parallel der Visierachse. 

7. Der Mittelpunkt des Diagrammgrundkreises liegt in der 
Kippachse. 

8. Das Bild des Grundkreises berührt den Horizontalfaden 
bei jeder Femrohmeigung. 

9. Das Bild des Mittelradius fällt bei wagrechter Visur mit 
der Prismenkante zusammen. 

Nicht justierbar ist die Stellung des Prismas Pj, dessen 
eine Kathetenfläche der Diagrammebene parallel laufen soll, und 
dessen Kanten dem Mittelradius parallel sein sollen. Die Justier- 
vorrichtungen haben seit der ersten Konstruktion des Instruments 
bereits mehrfache Abänderungen erfahren. Der Fig. 188 und 
den folgenden Ausführungen entspricht das Instrument der 
hiesigen geodätischen Sammlung. 

Zu 1. Zur Veränderung der kleinen Konstanten c läßt 
sich das Femrohrobjektiv, das durch die Schrauben F festgehalten 
wird, auf der Auszugsröhre ein wenig verschieben, wozu die 
Schraubenlöcher elliptisch erweitert sind. Die Justierung erfolgt 
durch Versuche, nachdem c nach S. 272 ermittelt ist. 

Zu 2. Gleichzeitig wird der Wert der großen Konstanten 
\ ermittelt. Weicht dieser von 100 ab, so wird die Hülse F 
die das kleine Objektiv Og trägt, verschoben und hierdurch das 
Diagrammbild verändert. In der endgültigen Lage wird die 
Hülse durch die Schrauben H festgelegt. 

Zu 3. Die Bildebene wird durch die Justierung 2 in der 
Längsrichtung des Femrohrs verschoben. Um den Horizontal- 
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faden wieder in die Bildebene zu bringen, wird die Hülse J 
verschoben und dann durch die Schrauben L befestigt. 

Zu 4. Wird bei horizontaler Lage der Eippachse ein Ziel 
mit der Prismenkante eingestellt und das Femrohr ein wenig 
gekippt, so zeigt es sich, ob die Prismenkante lotrecht steht. 
Durch Drehen der Schraube M und der ihr entsprechenden auf 
der anderen Seite des Fernrohrs kann die Prismenkante in die 
richtige Lage gebracht werden. Die Schrauben N dienen zur 
Befestigung des Prismas nach der Justierung. 

Zu 5. Als Fadenkreuzschnittpunkt gilt der Schnittpunkt 
des horizontalen Fadens und der Prismenkante. Die Prüfung 
des KoUimationsfehlers erfolgt durch Umlegen des Fernrohrs 
nach S. 84, seine Beseitigung mit Hilfe der Schrauben P, durch 
die das Objektiv seitlich verschoben werden kann. 

Zu 6. Die Justierung der Libelle geschieht wie beim 
Nivellierinstrument Siclderm\ier Form nach § 84 vermittelst der 
Schraube Q. 

Zu 7 und 8. Zur richtigen Einstellung des Rahmens iJ 
mit dem Diagramm ist bei horizontaler Visur mittels der bei T 
oben und unten befindlichen Schrauben das kleine Objektiv 0^ 
vorläufig so zu verschieben, daß der i^den den Grundkreis im 
Gesichtsfelde berührt. Tritt beim Auf- und Niederkippen des 
Fernrohrs der eine Endpunkt des Grundkreisbogens über, der 
andere unter den Faden, so ist eine Drehung des Rahmens R 
vermittelst der Schrauben C erforderlich, bis beide Punkte über 
oder unter dem Faden bleiben. Hierauf ist noch eine Hebung 
oder Senkung des Rahmens durch die Schraube D auszuführen 
und gleichzeitig der Faden mit den Schrauben T wieder auf 
den Grundkreis einzustellen. Bleibt nach mehreren Versuchen 
der Grundkreis stets im Fadenkreuzschnittpunkt, so wird der 
Rahmen B durch Anziehen der Schrauben B befestigt. 

Zu 9. Durch Drehen der Schraube J7, die dem Federbolzen 
entgegenwirkt, wird der Mittelradius lotrecht gestellt und durch 
Verschieben des kleinen Objektivs Og mittels der Schraube W 
in die Prismenkante gebracht. Auch eine Befestigung der 
Schraube TJ nach der Justierung ist, wie die Abbildung zeigt, 
vorgesehen. 
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% 119. Der tacbymetrisclie Theodolit. 

Dag in Fig. 194 abgebildete Kreistachymeter von Hildi^and 
in Freiberg i. Sa. unterscheidet sich von einem Repetitions- 
theodolit mit Höbenkreis 
nur durch die im Fernrohr 
befindlichen Distanzfäden 
nnd den auf die Kippacbw 
aufgesetzten Kompaß, An 
dem Femrohr ist auf der 
Unterseite eine Nivellier- 
libelle befestigt; die Alhi- 
dade des Höbenkreises ist 
mit dem Fernrobrträger 
fest verbunden und trägt 
zwei KlappQonien. Der 
Nonius 1 beider Kreiae ist 
mit einem Hilfszeiger ver- 
sehen, bestehend in einem 
Sirich, der vom Nonius- 
nallpunkt einen willkür- 
lich unrunden Abstand bat 
und hinter dem letzten 
Strich des Nonius . liegt. 

Wird wegen des rascheren Fig. ist. 

Fortgangs der Messung nur 

am Nonius 1 abgelesen, 'so gibt die Ablesung am Hilfszeiger, 
die bis auf ein Zehntel der Limbuseinheit genau wird, einen 
^ten Schutz gegen grobe Ablesungsfehler. 

Die Justierung des'^Kreistachymeters beschränkt sich auf 
die Berichtigung der beiden Kreiizlibellea in bezug auf die Steh- 
achse, die Beseitigung' des Kollimations- und Kippaehsenfehlers 
und des Index Fehlers am Höhenkreis. Alles dies ist bereits 
S. 71, 84 und 220 behandelt worden. Die Berichtiguag des In- 
struments ist wichtig, da die Messungen meistens nur in einer 
Femrohrlage ausgeführt werden. 

Als Latte kann eine beliebige Nirdlierlatte, z. B. mit der 
«rsten Einteilung von Fig. 146 S. 195 benutzt werden. 

E||«Tl, OeodKaie. 19 
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Das Tachometer von Bammer - Fennet (Fig. 195) ist ein 
Repetitionstheodolit, dessen FerDrohr mit der S. 281 erläuterten 
Heduktionavorrichtung rereehen ist. An die Stelle der Nonien 
des Horizoutalkreises sind kleine Mikroskope gesetzt, deren 



Bildebene einen Faden in der Richtang der Teilstriche tiigt. 
Da der Kreis in '/g Grade geteilt ist, so können die einzelnen 
Minuten sehr schnell abgelesen werden. An der Scheibe, die 
diis Diagramm enthält, ist ein Reflektor sichtbar. Einige Einzel- 
heiten weichen von Fig. 188 ab, da letztei-e einem neueren In- 
strument entspricht. 
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Fig. 196. 



Da die Justierung des Fernrohrs be- 
reits eingehend erläutert ist, so bleibt nur 
tioch die Justierung des Libellenkreuzes in 
bezug auf die Stehachse und die Beseiti- 
gung des Kippachsenfehlers zu erwähnen. 

Für die Benutzung des Instruments 
iöt die gewöhnliche Nivellierlatte mit Fel- 
derteilung nicht bequem, da die Abschnitte l^ 
und ?2 aiM Rande der Latte abgelesen wer- 
den müssen. Dem Instrument der hiesigen 
Sammlung ist eine Latte mit Strichteilung 
(Fig. 196) mitgegeben worden, deren Null- 
strich um 1,4 m (Instrumenthöhe) nach oben 
verschoben ist. Statt eines einfachen Null- 
striches ist eine NullmarJce angebracht, die 
auch bei größeren Entfernungen deutlich 
sichtbar ist. Nach einem Vorschlag von 
Vogler wurde die Latte mit einer zweiten 
Nullmarke in roter Farbe versehen, die um 
0,033 m gegen die erstere verschoben ist. Zugleich wurde auch 
die dekadische Bezifferung der Dezimeterstriche in derselben 
Farbe hinzugefügt. 

§ 120. Tachymetrische Aufnahmen. 

Die Grundaufgabe der Tachymetrie ist die Bestimmung der 
Polarkoordinaten und Höhen von Geländepunkten. Die Auf- 
nahme von einem einzelnen Standpunkt oder einer Station aus 
beschränkt sich auf Entfernungen bis zu 300 — 400 m. Es ist 
deshalb eine weitere Hauptaufgabe, die gegenseitige Lage der 
einzelnen Stationen zu ermitteln. Liegt ein Netz von Dreiecks- 
punkten und Höhenmarken vor, so bezweckt das Stationierest 
die Einschaltung der Stationspunkte nach Lage und Höhe in 
die gegebenen Punkte. Sind Anschlußpunkte nicht vorhanden, 
so wird ein geschlossener Polygon- oder Bussolenzug die Grund- 
lage der Aufnahme bilden, bei langgestreckten Geländestreifen 
auch ein offener Polygon- oder Bussolenzug. 

Für die Einschaltung der Stationspunkte in ein Dreiecks- 
netz wird von den § 56 — 63 besprochenen Methoden das Rück- 

19* 
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wärtseinschneiden fast allein in Frage kommen, weil man die 
Bestimmung des Stationspunktes gern mit der Geländeaufnahme 
verbindet. Da die Winkelmessung nur in einer Pernrohrlage 
erfolgt, so ist durch Hinzunahme der Richtung nach einem 
vierten Dreieckspunkte eine Meßprobe zu schaffen. Die Be- 
stimmung der Instrumenthöhe wird durch trigonometrische 
Höhenmessung ausgeführt, indem die Zenitdistanz nach einem 
Dreieckspunkte von bekannter Höhe gemessen wird. 

Die Hauptrolle spielen beim Stationieren Polygon- oder 
Bussolenzüge mit gleichzeitiger Höhenübertragung. Gegenüber 
den früher behandelten Polygonzügen können Vereinfachungen 
eintreten, indem man die Winkel nur in einer Femrohrlage 
mißt und die Streckenmessung mit Hilfe des Distanzmessers 
ausführt. Sind Ä und B zwei aufeinanderfolgende Polygon- 
punkte, so bezeichnet man in ihrer Verbindungslinie zwei 
Wechselpunkte 1 und 2 durch Pflöcke und mißt von Ä aus die 
Entfernungen Ä — 1 und A — 2, von B aus die Entfernungen 
B — 2 und B — 1. Hierdurch erhält man die Strecke Ä — B 
und den Unterschied der Instrumenthöhen in Ä und B zweimal. 

Bussolenzüge mit Springständen (vgL S. 108) gestatten eine 
weit größere Bewegungsfreiheit als Polygonzüge, da jeder neue 
Stand unabhängig von den Messungen des vorhergehenden ge- 
wählt werden kann. Auch hier kann man ohne Mühe die Ge- 
nauigkeit der Stationierung durch Benutzung doppelter Wechsel- 
punkte erhöhen. Mit der Vollkreisbussole wird man für 
Wechselpunkte und Geländepunkte die Kompaßrichtungswinkel 
unmittelbar ablesen; bei Anwendung eines Theodolits mit 
Orientierkompaß ist bei Beginn und Schluß der Messungen 
einer Station am Horizontalkreis b3i einspielender Magnetnadel 
abzulesen. Für Bussolenzüge mit Anschluß an zwei Festpunkte 
darf auch die Bestimmung der Mißweisung der Visur (§ 48, 
S. 108) auf den beiden Endpunkten nicht versäumt werden, 
wenn die Koordinaten der Punkte berechnet werden sollen. 

Die Detailmessung bezweckt die Aufnahme der Horizontal- 
projektion der Geländegegenstände und die Höhenaufnahme des 
Geländes. Hiernach richtet sich die Auswahl der nach Polar- 
koordinaten zu bestimmenden Punkte. Für die erstere Aufgabe 
kommen die Knickpunkte aller im Gelände sichtbaren Linien, 
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wie der Grenzen, Wege, Gehöfte usw., in Frage. Diese Punkte 
werden auch bereits der Höhenaufiiahme dienen, sie müssen 
jedoch für die letztere durch eine Reihe sorgfaltig ausgewählter 
Geländepunkte ergänzt werden. Hierzu wird man die Gelände- 
oberfläche mit einem Netz von ebenen Dreiecken und wind- 
schiefen Vierecken überziehen, deren Flächen sich dem Gelände 
möglichst anschmiegen. Die Anzahl der aufzunehmenden Punkte 
wird sich nach dem Gelände und nach dem Maßstabe der zu 
zeichnenden Karte richten. Während in nahezu ebenem Gelände 
die Punkte in Abständen von mehreren 100 m liegen können, 
wird im Hügelland eine Beschränkung auf 20 — 50 m nötig sein. 
Die Punkte werden durch kleine Pflöcke bezeichnet und mit 
fortlaufenden Nummern versehen. In der Regel erfolgt die 
Auswahl der Punkte nur für die Umgebung einer Station, 
soweit sie von letzterer aus aufgenommen werden können. Hand 
in Hand geht hiermit der Entwurf einer Skizze, in die alle auf- 
zunehmenden Linien, die Geländedreiecke nnd -Vierecke, die 
Stationen, die Punktnummern usw. eingetragen werden. Zu- 
gleich werden auch die Höhenkurven nach Schätzung skizziert, 
um bei der Zeichnung der Karte einen besseren Anhalt zu geben. 

Neben den eigentlichen Stationen sind in schwierigem Ge- 
lände häufig noch Hilfsstationen erforderlich, die an den nächsten 
Polygon- oder Bussolenpunkt angeschlossen werden. Mitunter 
wird man auch die Verbindungslinie zweier tachymetrisch be- 
stimmter Punkte als Abszissenachse zur Messung rechtwinkliger 
Koordinaten für solche Geländepunkte benutzen, deren Höhen- 
lage nicht erforderlich ist. 

Das Feldbuch zur Eintragung der Messungszahlen und der 
berechneten Entfernungen und Höhen soll an der Hand zweier 
Beispiele erläutert werden. 

§ 121. Beispiele. 

1. Geländeaufnahme mit dem Kreistachymeter und Orientier- 
kompaß. Zur Stationierung wurde ein Bussolenzug mit Spring- 
ständen und doppelten Wechselpunkten gemessen. Die folgende 
Tabelle gibt einen Teil des Feldbuches auf dem Bussolenpunkt V 
wieder. Die Punkte Wq und w^q sind die beiden vorhergehenden 
Wechselpunkte. Nach der Aufstellung des Instruments wurde 
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die MagQetnadel zum Einspielen gebracht und hierauf am Nonius 1 
und Hilfszeiger des Horizontalkreises abgelesen; die Ablesungen 
wurden mit der Bezeichnung Nord eingetragen. Der Abstand des 
Hilfszeigers vom NoniusnuUpunkt beträgt an beiden Kreisen 
15® 32'. Für die Wechselpunkte und Geländepunkte wurde 
der Mittelfaden zunächst auf 1,400 (der Instrumenthöhe ungefähr 
entsprechend) eingestellt und hierzu die Zenitdistanz abgelesen. 
Zur zweimaligen Bestimmung des Lattenabschnitts — U er- 
folgte hierauf die Einstellung des unteren Fadens auf den näch- 
sten Dezimeterstrich (1,000 bei w^^ und Ablesung des oberen 
(1,691), sowie die Einstellung des oberen Fadens (1,700) und 
Ablesung des unteren (1,009); die Differenz gab den Lattenab- 
schnitt 0,691. Den Schluß bildete die Ablesung des Horizontal- 
kreises. 
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Für das benutzte Kreistachymeter ist 

c = 0,42 1: = 100,08 . 

Hiermit sind in den letzten drei Spalten des Formulars die 
horizontalen Entfernungen, die Höhenunterschiede und die Höhen 
herechnet worden. Da der Zug beiderseitig an Höhenmarken 
angeschlossen war, so fand zunächst eine Ausgleichung der 
Höhen der Wechselpunkte statt, und hierauf wurden die Höhen 
<ler Geländepunkte berechnet. Es fanden sich nach der Aus- 
gleichung für M\j und w^^ die Höhen 53,23 und 52,84, und 
letztere wurde für die Berechnung der Geländepunkte benutzt. 
2. Geländeaufnahme mit Hammer-Fennels Tachymeter, Für 
das Feldbuch kann das folgende Schema Verwendung finden, in 
dem jedem Punkt zwei Zeilen bestimmt sind. Die zweite und 
dritte Spalte enthalten in der ersten Zeile die Lattenablesungen 
am Distanz- und Höhenfaden, während der feste Faden auf die 
schwarze Nullmarke eingestellt ist. Darunter stehen die Ab- 
lesungen an denselben Fäden in der dekadischen (roten) Be- 
ziflferung der Latte, für die der feste Faden auf die rote Null- 
marke eingestellt ist. Die Summen der entsprechenden Ab- 
lesungen, die in Spalte 4 zusammengestellt sind, sollen >< 9,967 
geben, man erhält somit eine einwandsfreie Probe für die Richtig- 
keit der Ablesungen. Die imchste Spalte enthält die Ablesungen 
am Horizontalkreise. Bevor l^ und l^ mit 100 bzw. 20 multipli- 
ziert werden, wird man die Summen auf ^ 9,967 abstimmen, 
wodurch man zugleich das arithmetische Mittel der beiden ent- 
sprechenden Ablesungen bildet. 
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§ 132. fiompaß-aießbandzüge. 

In schwer zu^ngiichem Gelände wird die tachymetriBche Äuf- 
nahme häufig dadnrch erschwert^ daß die Latte vom Instrnment 
»US nicht genügend sichtbar iet Da es in solchen Fällen haupt- 
sächlich auf die Konstruktion der Horizontalkurren ankonuneit 
wird, auch eine geringere Genauigkeit genügt, so empfiehlt 
Jordan hier das Verfahren der Kornpaß- Meßhandsüge. An In- 
I strumenten wird hierzu außer einem Stahlmeß- 

band von 30 m Länge mit zwei Meßbandstäben 
ein Stochkompaß und ein 6efällmesser ge- 
braucht. 

Bequem ist die in Fig. 197 abgebildete 
Bussole Ton Schmalkalder, in der auf der Mf^et- 
nadel eine eingeteilte KreisBcheibe aus Aluminium: 
befestigt ist. An der Innenseite des Okular- 
diopters ist ein Prisma angebracht, mit dem 
die Freistellung abgelesen werden kann. Um 
die letztere in günstiger Sehweite erscheinen 
zu lassen, ist die untere Fläche des Prismas, 
als Eugelfiäche abgeschliffen. Als Zeiger für 
die Kreisablesung dieut der Faden des ObjektiTdiopters. 

Für die Höhenmessung kann man sich des von Sartorivs 
m Göttingen konstruierten Gefällmessers Fig. 198 bedienen^ 




der als Visiervorrichtung ein einfaches Diopter trägt. Der 
Hohenkreisbogen ist mit dem Instrument fest verbunden, seine 
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Alhidade d durch einen geränderten Knopf e drehbar. Eine kleine 
Röhrenlibelle 7 die an den Bewegungen der Alhidade teilnimmt^ 
spielt, ein, sobald die letztere Null angibt und die Yisieraehse 
horizontal steht. Durch eine Öffnung h der Eöhre wird mit Hilfe 
eines schräggestellten Spiegels die Libelle dem vor dem Okular 
befindlichen Auge sichtbar. Beim Einstellen eines Zieles kann 
somit auch die Libelle zum Einspielen gebracht werden, worauf 
die Ablesung den Höhenwinkel gibt. Zur Messung der Neigung 
des Meßbandes wird das Instrument auf den hinteren Meßband- 
stab gesetzt und nach einer auf dem vorderen Stab in gleicher 
Höhe angebrachten Zielscheibe visiert. Hierauf wird der Gefäll- 
messer mit der Bussole vertauscht und der Richtungswinkel 
gemessen. 

Durch einen Kompaß - Meßbandzug verbindet man zwei 
Stationspunkte, deren Lage schon bekannt ist. Die Einfachheit 
des Verfahrens besteht darin, daß alle Seiten des Zuges, schief 
gemessen, gleich 20 m sind. Zur Berechnung der horizontalen 
Entfernungen und der Höhenunterschiede hat man demnach, 
wenn a den Neigungswinkel des Meßbandes bezeichnet, 

D = 20 cos a und fe = 20 sin a . 

Man benutzt hierbei eine Tafel der Werte der trigonometrischen 
Funktionen, wie sie jede Logarithmentafel enthält. Sehr bequem 
ist auch: 0. Sdffert, Vierstellige polygonometrische Tafeln, 
Braunschweig 1907. 

§ 133. Das Entwerfen der Karte. 

Von Berechnungsarbeiten ist nur die Ermittlung der hori- 
zontalen Entfernungen und der Höhen auszuführen, die in den 
Tabellen S. 294/295 bereits enthalten ist. Im übrigen geschieht 
die weitere Bearbeitung der Messung in der Regel auf graphi- 
schem Wege. 

Die Kartierung beginnt mit dem Auftragen der gegebenen 
Dreieckspunkte. Für die durch Rückwärtseinschneiden bestimmten 
Stationspunkte hat man besondere Vollkreis -Transporteure mit 
drei Alhidadenlinealen konstruiert, zwischen deren Kanten die 
gemessenen Winkel eingestellt werden können. Wird das In- 
strument auf dem Papier verschoben, bis die drei Kanten durch 



298 



14. Kapitel. Die Tachymetrie. 



die entsprechenden Festpunkte gehen, so bezeichnet der Mittel- 
punkt des Kreises die Lage des Stationspunktes. Ist noch ein 
dritter Winkel als Probe gemessen, so wird dieser nach der 
Bestimmung des Punktes eingestellt und mit der Karte ver- 
glichen. 

Man kann auch die vier gemessenen Strahlen auf Pauspapier 
auftragen und letzteres auf der Karte verschieben, bis die vier 
Linien durch die vier Punkte hindurchgehen. Dieses Verfahren 
ermöglicht mithin eine Ausgleichung der Messungen. 

Auch die Polygon- und Bussolenzüge werden unter Be- 
nutzung eines Transporteurs auf Pauspapier aufgetragen und 
hierauf zwischen die beiden gegebenen Endpunkte eingeschaltet. 
Man bestimmt zunächst den mittelsten Punkt des Zuges der- 
artig, daß die beiden Endpunkte um gleiche und möglichst 
geringe Beträge von ihrer Sollage abweichen. Hierauf werden 
die mittleren Punkte der beiden Halbzüge bestimmt usw. 

Nachdem alle Stationspnnkte 
kartiert sind, ist für jeden die Nnll- 
riehtung einzutragen, d. i. diejenige 
Richtung der Visur, für die am Hori- 
zontalkreise Null abgelesen wurde. 
Diese Linie dient als Ausgangsrich- 
tung für die Eintragung der Strahlen 
einer Station. Hierzu wird ein StraMen- 
zieher von der Form des in Fig. 199 
abgebildeten benutzt, dessen Teilung 
linksläufig beziffert ist und der zu- 
gleich das Abtragen der Entfernungen 
zuläßt, Ist C eine Station, CN deren 
Nullrichtung, so wird der Strahlen- 
zieher mit seinem Zentrum auf C ge- 
legt, mit einer Nadel befestigt und der abzusetzende Winkel auf 
die Verlängerung CN' der Nullrichtung eingestellt. An der 
Längenteilung kann dann in der gemessenen Entfernung sofort 
der gesuchte Punkt gefanden und durch einen Nadelstich be- 
zeichnet werden. In Fig. 199 ist der Punkt P durch den 
Winkel 49® 20' und die Entfernung 78,3 bestimmt. 

Als Beispiel ist in Fig. 200 die Kartierung der S. 294 
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aufgenommenen Punkte dargestellt. Die Station V und die 
beiden Weehselpunkte w^ und w^q sind durch Auftragen des 
Bussolenzuges gefunden worden, und aus den Kreisablesungen 




^ IV"'"'" JffuZtriiMuif^ 

Fig. 200. 

für die letzteren beiden Punkte ergab sich die Nullrichtung. 
Hiermit sind die sieben Punkte des Feldbuches kartiert und 
nach der Feldskizze zu Dreiecken und Vierecken verbunden. 
Endlieh wurden nach S. 209 die Höhenkurven konstruiert. 

In Fig. 201 ist eine größere tachymetrische Theodolit- 
Au&ahme wiedergegeben, deren Grundlage ein Polygonzug 
bildete. Da auf die Auswahl der Dreiecke und Vierecke große 
Sorgfalt verwendet wurde, so bedurfte es nur geringer Ab- 
mndungen, um die Höhenkurven in die vorliegende Gestalt zu 
bringen. 

§ 134. Meßtischtachymetrie. 

Für tachymetrische Aufnahmen mit dem Meßtisch ist die 
Kippregel mit einer der früher geschilderten Vorrichtungen zur 
Messung von horizontalen Entfernungen und von Höhenunter- 
schieden zu versehen. Da diese unmittelbar auf dem Felde 
gebraucht werden, so ist hier eine selbsttätige Reduktion des 
Lattenabschnittes sehr erwünscht, und es ist deshalb anzunehmen, 
daß die Konstruktion von Hammer sich hier einbürgern wird. 
Bisher wurde fast nur der einfache Beichenbach^cAie Distanz- 
messer angewendet, bei dem die gewöhnliche Kippregel lediglich 



U. Eftpitel. Die Tacbymetrie. 




§ 124. MeßtiBchtachjmetrie. 301 

mit einem Höhenkreis und mit Distanzfadea zu veraehen ist. 
Fig. 203 zeigt eine tacbymetrisclie Kippregel, die nach Voglers 
Angaben Ton dem Mechaniker Eosenherg in Berlin konstruiert 
wurde. Die Älhidade des HöhenkreiBea ist mit einer besonderen 
Libelle versehen, so daß die Messung der Zenitdistanzen von 
der nicht zn vermeidenden geringen Ne^pmg der MeBtischplatte 



Flg. lOI. 

unabhängig ist. Von besonderem Wert ist das geringe Gewicht 
dieser Kippregel, das durch die hohle oder durchbrochene Form 
der einzelnen Teile erzielt wird. Eine Kippschraube zum Lotrecht- 
steilen der Visierebeoe vor jeder Femrohreinatellung ist im 
Vorder gründe sichtbar. 

Zur Justierung der Querlibelle ist eine Keiterlibelle für die 
Kippachse vorhanden. Der Orientierkompaß, der schon bei der 
geometrischen MeBtischaufnahme gute Dienste leistete, ist hier 
noch weniger zu entbehren. 

Das Stationieren für die tachymetrische Meßtischaufnahme 
bezweckt die Orientierung des Meßtisches auf einem beliebigen 
Gtelsndepunkt und die Bestimmung des letzteren auf dem Meß- 
tischblatt. Diese Aufgabe wird am bequemsten durch die 
Methoden der trigouometrischen Punkteinschaltnng, namentlich 
des Rückwärtseinschneiden^, gelöst, die allerdings fibersichtjiches 
Gelände voraussetzen. Das Stationieren mit Hilfe eines Polygon- 
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Zuges muß yor der Oeländeaufnahme erfolgen^ da eine Yerteilnng 
der Abschlußfehler erforderlich ist. 

Für tachymetrische Aufnahmen gelangt auch der Bussden- 
jsug mit Springständen zur Anwendung^ für den die Topographie 
die Bezeichnung Lattenüberschlag eingeführt hat. ^Beginnt der 
Zug auf einem Festpunkt Ä (Fig. 203)^ der auf dem Meßtisch- 
blatt in a kartiert ist, so wird der Tisch hier zentriert und 
orientiert und bei einspielender Magnetnadel längs der Lineal- 
kante eine Orientierungslinie gezogen. Hierauf wird ein be- 
liebig gewählter Wechselpunkt W^ nach Richtung, Entfernung 
und Höhe bestimmt und eingetragen. Wird nun der Meßtisch 
nach einem neuen Stationspunkt S^ gebracht und mit dem 
Kompaß orientiert, so kann sofort die Richtung w^ W^ angegeben 

werden, auf der der 
Stationspunkt s^ lie- 
gen muß. Durch 
Messung der Ent- 
fernung S^ Wi und 
Äbtragen derselben 
von w^ aus ergibt 
sich 5,. Mit einem 
^y^ neuen Wechselpunkt 





Fig. 303. 



W^ wird das Ver- 



fahren fortgesetzt^ 
bis man zum Endpunkt B des Zuges gelangt, dessen Neu- 
bestimmung mit der schon gegebenen Lage des Punktes über- 
einstimmen soll. Die Verteilung des Abschlußfehlers erfolgt 
wieder auf graphischem Wege. 

Die Geländepunkte werden bei der Einzelaufnahme un- 
mittelbar im Felde auf dem Meßtischblatt konstruiert, jedoch 
ist es auch hierbei durchaus nötig, alle Ablesungen für die 
nochmalige häusliche Prüfung der Entfernungen und Höhen in 
einem Feldbuch niederzuschreiben. Auf Grund der ermittelten 
Höhen erfolgt im Felde auch zugleich die Konstruktion der 
Höhenkurven. Hierin besteht ein wesentlicher Vorzug der 
Meßtischaufnahme vor der Theodolitaufnahme; denn während 
b^i der letzteren die Kurven lediglieh nach den aufgenommenen 
Punkten und an der Hand der im Felde gezeichneten Skizzen 
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entworfen werden, entstehen bei der ersteren die Kurven im 
Anblick des Geländes unter fortwährender Vergleich ung mit der 
Wirklichkeit. Man ist infolgedessen in der Lage, die Bichtigr 
keit der Geländewiedergabe Schritt für Schritt zu prüfen und 
durch Ergänzungsmessungen die Zeichnung sofort zu korrigieren. 
Die ganze Karte wird auf dem Felde hergestellt, die häusliche 
Arbeit beschränkt sich anf das Ausziehen mit Tusche, das meistens 
am Abend jedes Arbeitstages erledigt wird, um dem Verwischen 
der Bleilinien vorzubeugen. 

Ein Hauptnachteil der Meßtischaufnahme gegenüber der 
Theodolittachymetrie ist die Vermehrung der kostspieligen Feld- 
arbeit, die hier auch noch in hohem Maße von der Witterung 
abhängig ist. Auch ist das starre Festhalten an dem einmal 
gewählten Maßstabe sehr lästig, wenn die Geländeeinzelheiten 
eine Änderung des Kartenmaßstabes wünschenswert erscheinen 
lassen. Dazu kommt die Schwerfälligkeit der Stationierung in 
nicht übersichtlichem Gelände, in dem die trigonometrische 
Punkteinschaltung nicht anwendbar ist. 



15. KapiteL 

Die Topographie. 

§ 125. Topographlseh-taehymetrisehe Aufnahmen. 

Die topographischen Aufnahmen bezwecken die Herstellung 
von Karten kleineren Maßstabes 1 : 10000 bis 1 : 25000, die die 
Situation und die Höhen gleichzeitig zur Darstellung bringen 
und für militärische Zwecke, für die erste Projektiening von 
Ingenieurarbeiten und auch für den Touristenverkehr bestimmt 
sind. Diesen Anforderungen entsprechend sollen die topo- 
graphischen Karten ein getreues Bild des Geländes geben und 
namentlich alle diejenigen Gegenstände enthalten, die zum 
Wiedererkennen des Geländes, also zur Orientierung nach der 
Karte, geeignet sind. > i 

Die Aufnahme topographischer Karten erfolgt der Haupt- 
sache nach durch eine Skizzierung des Geländes nach dem Augen- 
schein, die jedoch durch Punktbestimniungen nach den Methoden 
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der Tachymetrie unterstützt wird. Es ist also die topographische 
Karte nur noch zum Teil ein Produkt wirklicber Messung, \ 

während sie in erster Linie durch unmittelbares Zeichnen nach 
der Natur entsteht. Die Aufzeichnung erfolgt auf tachy- 
metrischen Stationen^ yon denen aus auch eine Reihe von 
Punkten^ sog. LaMenpunkteny durch Messung bestimmt wird^ die 
die Grundlage der Karte bilden. Um das Aufnahmegebiet der 
einzelnen Stationen zu vergrößern, wendet man Distanzlatten 
Ton 5 m Länge mit Dezimeterteilung an, mit denen Entfernungen 
bis 500 m noch gemessen werden können. Es kann hierbei 
sowohl die Theodolittachymetrie als auch die Meßtischtachymetrie 
angewendet werden, jedoch geht aus dem Vorstehenden schon 
hervor, daß in den meisten Fällen die letztere mehr geeignet 
sein wird. 

Wir betrachten deshalb zunächst die topographische Auf- 
nahme mit dem Meßtisch. In der Regel wird man eine Trian- 
gulation mit Hilfe des Theodolits der Aufnahme zugrunde legen, 
so daß eine Reihe von Dreieckspunkten zur Verfügung steht, 
die nach ihren Koordinaten in das Meßtischblatt eingetragen 
werden. Obwohl die Anzahl der erforderlichen Stationspunkte 
wesentlich geringer als bei einer tachymetrischen Au&iahme ist, 
so werden die gegebenen Dreieckspunkte doch nicht genügen 
imd weitere Punkte durch graphisches Einschneiden, nötigenfalls 
auch durch Polygon- oder Bussoleuzüge bestimmt werden müssen. 

Einzelne Lattenüberschläge dürfen nur zur Bestimmung von j 
Hilfs- oder Nebenstationen ausgeführt werden. 

Für die Horizontalaufnahme des Geländes kommen die 
Eisenbahnen, Kunststraßen, Wege, Wasserläufe, die Grenzen der 
Bodenkulturarten, der Wälder, die Gehöfte und Ortschaften usw. 
in Betracht. Politische und Eigentumsgrenzen, mit Ausnahms 
der Landesgrenzen, werden für die Zwecke der topographischen 
Karten meistens entbehrlich sein. In den Wäldern sind außer 
den Gestellen die Gräben und Waldwiesen, sowie alle sonstigen 
Objekte aufzunehmen, die zur Orientierung dienen können. Da I 
bei dem kleinen Maßstabe topographischer Karten nicht alles I 
dargestellt werden kann, so ist der Topograph gezwungen, zur 
Vermeidung von XJndeutlichkeiten eine Auswahl nach dem Grade 
der Wichtigkeit zu treffen. Namentlich in Ortschaften ist es 
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notwendig, kleine Bauwerke wegzulassen und sich auf das zu 
beschränken, was ohne Uberbürdung der Karte richtig dar- 
gestellt werden kann. 

Die HöhenaufDahme bezweckt auch hier die Wiedergabe 
des Geländes durch Höhenkurven. 

Die Arbeit auf einer Station beginnt mit einer Rekognos- 
zierung der Umgebung derselben, bei der der Topograph zu- 
gleich eine Skizze aller aufzunehmenden Objekte und der Höhen- 
yerhältnisse des Geländes entwirft. Auch werden hierbei alle 
diejenigen Punkte ausgesucht, die tachjmetrisch nach Richtung, 
Entfernung und Höhe aufgenommen werden sollen. Die Aus- 
wahl dieser Lattenpunkte für die Horizontalau&ahme wird auf 
die wichtigsten Knickpunkte und Kreuzungspunkte der einzelnen 
Linien führen; bei Häusern und Gehöften werden einzelne Haus- 
oder Zaunecken, als Lattenpunkte aufgenommen, genügenden 
Anhalt für die Zeichnung gewähren. 

Für die Höhenaufnahme haben die Lattenpunkte eine wesent- 
lich andere Bedeutung als bei der rein tachymetrischen Auf- 
nahme. Während sie dort die Eckpunkte von ebenen Dreiecken 
und windschiefen Vierecken bilden, dienen sie hier zur Fest- 
legung der GerippUnien, d. h. derjenigen Linien, die den Rücken 
eines Kammes oder die Sohle eines Tales bezeichnen. Sind 
diese Linien ihrer Lage nach und einzelne ihrer Punkte der 
Höhe nach bekannt, so ist es leicht, mit ihrer Hilfe die Höhen- 
kurven zu konstruieren. In Fig. 204 sind die Kammlinien und 




Fig. 204. 
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die Tallinien durch gerissene Linien kenntlich gemacht. Als 
Lattenpunkte sind die Endpunkte^ die Ereuzungspunkte und die 
Gefällwechsel aufzunehmen. 

Nachdem die Erkundung des Geländes beendet ist und die 
Lattenpunkte dem Lattenträger bezeichnet sind, erfolgt die Auf- 
nahme derselben mit Hilfe der tachymetrischen Kippregel nach 
§ 124, wobei auch die Höhen der einzelnen Punkte zu be- 
rechnen und einzutragen sind. Die Geripplinien sind hierdurch 
gegeben, und es können auf ihnen die Schnittpunkte mit den 
einzelnen Höhenkurven interpoliert werden. Gleichzeitig mit 
der Aufnahme der Lattenpunkte wird eine Reihe von Richtungen 
nach besonders gut hervortretenden Objekten gezogen, die teils 
zum Vorwärts- bzw. Seitwärtsabschneiden neuer Stationspunkte 
dienen können, teils aber auch lediglich die nachfolgende 
Zeichnung des Geländes erleichtem sollen. Die für den ersteren 
Zweck bestimmten Strahlen werden nach S. 174 durch An- 
schnitte am Rande des Meßtischblattes festgelegt. 

Hiermit sind die eigentlichen Messungen erledigt, und es 
folgt nun der schwierigste Teil der Aufnahme, die Zeichnung 
des Geländes nach der Natur. Von den eingetragenen Latten- 
punkten und Richtungslinien wird mittels Pauspapier eine Kopie 
hergestellt und diese auf einem kleinen Zeichenbrettchen be- 
festigt. Hiermit geht der Topograph von Punkt zu Punkt und 
entwirft zunächst die Situation, alsdann die Höhenkurven. Da 
der Abstand der Lattenpunkte in der Zeichnung bei über- 
sichtlichem Gelände nie mehr als 10 mm betragen, häufig aber 
bis auf 2 mm heruntergehen wird, so sind für die Zeichnung- 
Anhaltspunkte genug vorhanden. Für die Situation kommen 
noch die nach einzelnen Objekten gezogenen Richtungslinien zu 
Hilfe; auch wird das Abschreiten von Entfernungen in schwie- 
rigen Fällen das Zeichnen erleichtern. 

Ist so die Zeichnung schrittweise unter steter Prüfung des 
Vollendeten fertiggestellt, so kehrt der Topograph zum Meßtisch 
zurück und überträgt die Aufnahme auf das Meßtischblatt. Die 
Kopie wird in der Regel noch für andere Stationen Verwendung 
finden, wodurch die Wahrung der Einheitlichkeit der Zeichnimg 
erleichtert wird. 

Die Theodolittachymetrie kann die Meßtischaufnahme bei 
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topographischen Arbeiten nur schwer ersetzen. Da die Lage 
und Höhe der Lattenpnnkte bei der ersteren erst nachträglich 
ermittelt wird, so liefert die Aufzeichnung des Geländes lediglich 
Skizzen, aus denen zu Hause die Karte entworfen wird. Es 
bleibt hierbei nichts übrig, als die Lattenpunkte derartig dicht 
aufzunehmen, daß die Karte der Hauptsache nach aus diesen 
Punkten konstruiert werden kann und die Zeichnungen nur als 
Ergänzungen anzusehen sind. Es wird somit eine solche topo- 
graphische Aufnahme sich wenig von einer rein tachymetrischen 
Aufnahme unterscheiden. 

§ 136. Topographische Karten. 

Soweit die Übersichtlichkeit und Deutlichkeit es zuläßt, 
wird auch in topographischen Karten die Situation maßstäblich 
gezeichnet; Abweichungen von dieser Regel werden jedoch bei 
denjenigen wichtigen Objekten eintreten müssen, die bei maß- 
stäblicher Zeichnung nicht genügend hervortreten. So werden 
namentlich Wege und Eisenbahnen durch besondere Signaturen 
deutlich hervorzuheben sein. Die verschiedenen Bodenkultur- 
arten, mit Ausnahme des Ackerlandes, werden in farbigen Karten 
durch ein passend gewähltes Kolorit, in schwarz gezeichneten 
Karten durch charakteristische Zeichen angedeutet. 

Fig. 205 gibt einen Ausschnitt aus einem Meßtischblatt der 
Preußischen Landesaufnahme im Maßstab 1:25000 wieder. Die 
Signaturen der Eisenbahn, der Chausseen und der übrigen Wege 
treten deutlich hervor; es ist jedoch zu erwähnen, daß infolge 
der großen Breite dieser Signaturen die neben ihnen liegenden 
Objekte nicht maßstäblich dargestellt werden können. Auch die 
Signaturen der Laub- und Nadelwälder, der Wiesen, Gärten usw. 
sind so treffend gewählt, daß sie einer Erläuterung nicht be- 
dürfen. Die in kräftigen Linien ausgezogenen Höhenkurven 
schreiten von 20 zu 20 m fort, während die runden Zehner der 
Höhen durch feine Linien bezeichnet sind. Feine Linien, die iu 
Abständen von 1 cm kleine Unterbrechungen zeigen, geben 
Höhenunterschiede von 5 m an, und letztere werden je nach 
Bedarf durch gerissene Linien in zwei oder vier Teile geteilt. 
An Wegekreuzungen und auf einzelnen Kuppen sind die Höhen, 

auf Dezimeter abgerundet, angegeben. 

20* 
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So wichtig und nnentb ehrlich die Höhendarstellung des 
Geländes durch Höhenkurven f(ir technische Zwecke ist, so ge- 
nügt sie für topographische Karten doch nicht immer, da sie 
die Geländeformen nicht in jedem Falle auf den ersten Blick 
erkennen läßt. Von den vielen Methoden, die Höhen nnd-Tiefen 
durch Anwendung besonderer Hilfsmittel plastiach erscheinen zu 
lassen, hat die des Majors Lehmann (1799) am meisten Ver- 
breitung gefunden, bei der die Schatten Wirkung einer lotrechten 
Beleuchtung durch Schraffen wiedei^geben wird. Die Schattierung 
ist um so dunkler darzustellen, je steiler das Gelände ist; da 
jedoch Neigungen von mehr als 45" für militärische Zwecke, 
die L^mann am nächsten lagen, keine Bedeutung mehr haben, 
so werden nur Böschungswinkel bis zu dieser Größe unter- 
schieden. Die erste Skala der Fig. 206 zeigt die Strichstärken 
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der Z£%man»sclien Manier 
bei verechiedeiieii Nei- 
gungen des Geländes. 
Die Striche werden in 
die Bichtnog des stärk- 
sten Gefälles, also senk- 
recht zaden Höhenkurven 
gesetzt. 

Wenn Läimann hier- 
mit eine ausgezeichnete 
plastische Wirkung er- 
zielte, so Tersucbten an- p, ^^ 
dere, diese Methode der- 
art^ zu vervollkommnen, daß man direkt die Neigungswinkel des 
Geländes ablesen konnte. Diesem Wunsche ist die ebenfalls in 
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Fig 206 dargestellte MüffUngsche Skala entsprungen^ die jedoch 
noch höhere Ansprüche an die Fertigkeit des Zeichners stellt. 
Für die von der Preußischen Landesaufiiahme im Maßstabe 
1 : 100000 herausgegebene KaHe des Deutschen Beiches ist die 
dritte Skala in Fig. 206 angenommen worden, bei der wenigstens 
Neigungen von 5® und 10®, der militärischen Wichtigkeit ent- 
sprechend, besonders hervorgehoben sind. Von der plastischen 
Wirkung der Bergstrichzeichnung gibt der Ausschnitt aus der 
Karte des Deutschen Beiches in Fig. 207 ein Bild. 

Anstatt der mühsamen und schwierigen Bergstrichzeichnung 
wird in neuerer Zeit häufig die Methode der Schummerung an- 
gewendet, bei der die verschiedenen Neigungen des Geländes 
durch dunkleres oder helleres Kolorit (Sepia) mit allmählichem 
Übergang dargestellt werden. Wenn auch die von Lehmann 
angestrebte Präzision der Wiedergabe hierbei verloren geht, so i 

wird doch ein anschauliches und leicht ausführbares Bild erzielt. ! 

Gegenüber der Bergstrichzeichnung ist noch der Vorzug zu er- 
wähnen, daß die Linien der Situation wesentlich weniger ver- 
deckt werden. 

§ 137. Flfichtige Aufnahmen auf Beisen* 

Reiseaufnahmen bezwecken in der Regel die Herstellung ' 

bzw. Vervollständigung geographischer Karten^ deren Maßstäbe 
im Verhältnis zu denen topographischer Karten klein sind, so 
daß auch die topographischen Aufnahmemethoden für die Reise 
noch weiterer Vereinfachung fähig sind. 

Zur Ausführung einer Triangulation wird sich auf Reisen 
selten .Gelegenheit finden, Bussolenzüge werden hier stets die 
Grundlage der Aufnahme bilden. An die Stelle der direkten 
oder indirekten Entfernungsmessung tritt im günstigsten Falle 
das Abschreiten, in der Regel jedoch die Messung der Marsch- 
zeiten, wobei die Geschwindigkeiten so gut als möglich geschätzt 
werden, um alle Marschzeiten auf gleiche Geschwindigkeit redu- 
zieren zu können. Zur Umwandlung des Zeitmaßes in Längen- 
maß dienen Nachmessungen einzelner Strecken mit Hilfe eines 
Meßrades von bekanntem Umfang, dessen Umdrehungen selbst- 
tätig registriert werden, oder auch mit Hilfe eines Meßbandes. 
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Zur Bestimmung der Wegrichtung bedient man sich eines kleinen 
Taschenkompasses^ au dem die Richtungen bis auf 5^ genau ab- 
geleseil (gepeilt) werden können. Genauere Peilungen erreicht 
man mit einem Diopterkompaß^ etwa der Bussole von SchmcU- 
Jcalder (Fig. 197, S. 296), die auf einem Stock benutzt wird. Die 
Höhenaufnahme erfolgt lediglich durch Aneroidablesungen in 
Yerbindung mit Temperatur- und Feuchtigkeitsmessungen. 

Eine derartige Aufnahme des Reiseweges bezeichnet man als 
ein Itinera/r, 

Hand in Hand hiermit geht die Aufnahme des Geländes zu 
beiden Seiten des Reiseweges. Nach allen wichtigen Objekten 
werden mit Hilfe des Kompasses die Richtungswinkel gemessen 
und die Entfernungen geschätzt, um auch durch einmaliges 
Peilen diese Objekte festzulegen. Vorteilhafter ist es, wenn 
sich die Peilungen auf andern Punkten des Weges wiederholen 
lassen, da die Entfernungen aus den Schnitten genauer als durch 
Schätzung ermittelt werden können. 

Im übrigen erfolgt die Aufnahme der Situation und Höhen 
durch Skizzen, deren Gerippe das Itinerar und die Kompaß- 
peilungen bilden. Daß auf die Eintragung der Namen beson- 
deres Gewicht zu legen ist, bedarf kaum der Erwähnung. 

Für Detailaufnahmen kleinerer Gebiete werden je nach dem 
Torliegenden Zweck auch die geometrischen und tachymetrischen 
Messungsmethoden, sowie Nivellements und trigonometrische 
Höhenmessungen in Frage kommen. Jedoch können diese Mes- 
sungen nur ausnahmsweise zur Anwendung gelangen, in der 
Regel werden auch für solche Aufnahmen Kompaßpeiluhg, Schritt- 
maß und Skizzierung genügen. Ala wichtiges Hilfsmittel ist 
noch die Photogrammetrie zu nennen, die im nächsten Kapitel 
eingehend behandelt wird. 



Von der speziellen topographischen Literatur nennen wir 
nur Bruno Schvlzej Das militärische Aufnehmen, Leipzig und 
Berlin 1903, worin die topographischen Arbeiten der Preußischen 
Landesaufnahme behandelt werden. Daselbst finden sich auch 
weitere Literaturangaben. 



312 



16. Kapitel. Bie Photogrammetrie. 



16. Kapitel. 

Die PhotogramiDetrie. 



§ 12S. Grundaufgaben der Photogrammetrie. 

Die Photogrammetrie beschäftigt sich, soweit sie für die 
Geodäsie in Frage kommt, mit der Herstellung topographischer 
Karten vermittelst photographischer Aufaahmen. 

Im folgenden nehmen wir an, daß die photographischen 
Aufnahmen genau perspektivische Bilder liefern, so daß die Auf- 
gabe der Photogrammetrie darin besteht, aus perspektivischen 
Geländebildem die Lage und Höhe der Geländepunkte zu er- 
mitteln. 

Wir setzen zunächst eine lotrechte Bildebene (Fig. 208) vor- 
aus und bezeichnen mit das perspektivische Zentrum des 

Bildes. Ein von auf die Bild- 
ebene gefälltes Lot trifft die letztere 
im Hauptpunkte H des Bildes und 
der Abstand 0H= d wird als Büd- 
weite bezeichnet. Die durch den 
Häuptpunkt gelegte Horizontale ist 
die Bildhorizontale. 

Der Hauptpunkt, die Bildhori- 
zontale und die Bildweite sind 
die Konstanten des Bildes und 
müssen für die photogrammetri- 
sche Verwertung des letzteren als 
bekannt vorausgesetzt werden. 

Für beliebige Bildpunkte lassen sich leicht Horizontal- und 
Höhen winkel, deren Scheitel in liegen, konstruieren. In 
Fig. 209 ist die Bildebene mit dem Zentrum im Aufriß und 
Grundriß dargestellt. Greifen wir für einen beliebigen Bildpunkt 
P die Abszisse x ab, so läßt sich sofort der Horizontalwinkel a, 
den die Richtungen OP und OH einschließen, zur Darstellung 
bringen. Wird an OP' die Ordinate y angetragen, so kann 
auch der Höhenwinkel ß in wahrer Größe abgebildet werden. 
Sollen die Winkel a und ß im Gradmaß angegeben werden, 




Fig. 208. 



§ 128. Grundaufgaben der Photogrammetrie. 
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80 müssen die Koordinaten x und y des Punktes P gemessen 
wenden und es ergibt sich dann 

(1) 

und 

(2) 



tang a^-j 



y 



tang /3 = 4^ cos a. 

Ist die Bildebene geneigt, so muß zur Konstruktion oder 
Berechnung der beiden Winkel a und ß auch noch der Nei- 
gungswinkel CO der Bildebene gegen 
die Lotrichtung bekannt sein, der gleich 
dem Neigungswinkel der Geraden OH 
ist. Projizieren wir in Fig. 210 H und 
P auf die Horizontalebene, wodurch 
sich iT und P' ergeben, so ist 
^H'Of ^ a der gesuchte Horizon- 
talwinkel. Für die Konstruktion stellen 

Ä-^Pl 




d 



! / 



i / 

dl / 

/ / 

/ / 





Fig. 209. 




Fig. 210. 



wir Fig. 210 wieder im Aufriß und Grundriß dar. Nach Fig. 211 
liegt im Aufriß der Punkt P' in (P), und es ist "PiF) = y der 
Abstand des Punktes P von der durch gehenden Horizontal- 
ebene. Mit Hilfe von 0{V) und der Abszisse x läßt sich der 
Grundriß konstruieren und dieser gibt sofort den Winkel a. 
Ebenso läßt sich auch der Höhenwinkel /i, wie Fig. 211 zeigt, 
leicht konstruieren. 

Zur numerischen Berechnung von a und /3 bei geneigter 
Bildebene haben wir 



folglich ist 



0(T) = d cos (ö — y sin CO 
y === d sin CD 4- y cos co , 
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(3) 



X 



tanga = -j 

^ d cos CO — y 

und 



Bin Ol 




(4) tanff ß = K -^-^—. — - cos a. 



am OD 



^^^ 



<pj 



I 



Um die GL (3) und (4) in eine 
für logarithmisclie Reclinung be- 
queme Form zu bringen, setzen wir 

rf = w coB M und y = m smM, 

so daß aus 

(5) tangJf=|- 

der Hilfswinkel M berechnet wer- 
den kann. Hiermit erhalten wir 



/y 



\ I 

^ I 



Fig. 211. 



(6) tang a = 



und 



X 



m cos (M + o>) 



a;co8 JKf 



d cos {M -\- o) 



(7) tang ß = tang {M + o) cos a . 

Man kann somit nach den Torstehenden Konstruktionen und 
Formeln aus perspektivischen Bildern^ wenn deren Eonstanten 
bekannt sind, Horizontal- und Höhenwinkel graphisch oder nu- 
merisch ermitteln. 

Sind mehrere perspektivische Bilder mit verschiedenen 
Zentren 0^^ O2... gegeben, so müssen zur photogrammetrischen 
Verwendung der Bilder außer der gegenseitigen Lage der Punkte 
Ol, Oj . . . auch die Richtungen O^S^, O^H^,,. bekannt sein; 
man sagt in diesem Falle, daß die Bilder orientiert sind. 

Mit der Orientierung der Bilder sind auch die aus den 
letzteren ermittelten Horizontalwinkel orientiert; es können so- 
mit Geländepunkte, die auf mehreren Bildern gleichzeitig ab- 
gebildet sind, nach der Methode des Yorwärtsabschneidens ent- 
weder graphisch oder numerisch bestimmt werden. Ist auf diese 
Weise von den beiden Punkten 0^ und 0^ aus die Lage eines 
Geländepunktes P gefunden, so ergeben sich auch die Entfer- 
nungen O^P ==- s^ und O^P = s^ und aus diesen und den Höhen- 
winkeln /Ji und /Jj kann man die Höhenunterschiede 
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(8) h^ = s^ tang ß^ und h^ = s^ tang ß^ 

berechnen. Bezeichnen wir die Höhen von 0^, 0^ und P mit 
jHi, H^ und H^ so ist 

(9) H^H, + \ 

und auch 

(9*) H^H^+\, 

worin eine Probe für die richtige Bestimmung des Punktes P 
gegeben ist. 

Bei lotrechten Bildebenen kann man die trigonometrische 
Höhenberechnung auch umgehen, da nach Fig. 209, S. 313 

(10) K'^h^ ^^^ \ ^ % ^' 
ist. 

Die in der doppelten Höhenberechnung liegende Probe ist 
nicht immer zuverlässig; besser ist es, wenn aus einem dritten 
orientierten Bilde ein dritter geometrischer Ort für den Punkt P 
ermittelt wird. 

§ 139. Das Photogrammeter. 

Zur Aufnahme der Geländebilder kann jede mit einem guten 
Objektiv ausgestattete photographische Kamera benutzt werden, 
jedoch sind in diesem Falle noch besondere Hilfsinstrumente zur 
Bestimmung der Konstanten und zur Orientierung der Bilder 
erforderlich. Eine speziell für photogrammetrische Zwecke her- 
gerichtete Kamera bezeichnet man nach Laussedat als Photo- 
grammeter, Ein solches Instrument besteht für Geländeaufnahmen 
in der Regel aus einer kleinen Kamera, deren konstante Bild- 
weite gleich der Brennweite des Objektivs ist, und die auf dem 
Stativ um eine Stehachse gedreht werden kann. Um höher 
oder tiefer liegende Objekte bei lotrechter Bildebene aufiiehmen 
zu können, läßt sich das Objektiv in einem vertikalen Rahmen 
verschieben, wobei seine Stellung jedesmal an einer Skala ab- 
gelesen werden kann. Zur Orientierung der Aufnahmen ist auf 
dem Instrument in der Regel ein Kompaß befestigt. 

Beim Gebrauch des Photogrammeters wird vor jeder Auf- 
nahme die Ebene des die Platten aufnehmenden Rahmens lot- 



316 16- Kapitel. Die Photogrammetrie. 

recht gestellt. Hierzu bedient man sich eines Lotes oder eines 
rechtwinkligem Dreiecks, dessen eine Kathete mit einer Röhren- 
libelle versehen ist, und dessen andere Kathete an den Rahmen 
angelegt wird. Auf dieselbe Weise sind die Rahmenseiten lot- 
recht bzw. wagrecht zu stellen. Für die Verwertung der Bilder 
ist es bequem, wenn im Innern des Rahmens zwei Marken an- 
gebracht sind, deren Verbindungslinie der oberen und unteren 
Rahmenseite parallel ist, und die sich bei der Aufnahme auf der 
Platte abzeichnen. 

Ist die Bildweite konstant, und bewegt sich das Objektiv 
in einer lotrechten Geraden, so genügt die einmalige Bestimmung 
der ersteren und die Ermittlung des Bildhauptpunktes in bezug 
auf die beiden Rahmenmarken bei beliebiger Höhe des Objek- 
tivs, die an der Skala abgelesen wird. Ist die Bildweite verän- 
derlich, so ist die Konstantenbestimmung für jedes Bild beson- 
ders auszuführen. Wir behandeln den letzteren allgemeineren 
Fall. 

Nachdem die Aufnahmen auf einer Station erledigt sind^ 
werden mit der Bussole, oder mit einem an die Stelle der 
Kamera gesetzten Theodolit die Horizontalwinkel zwischen ein- 
zelnen Geländepunkten gemessen, die so verteilt sein müssen, 
daß jedes Bild wenigstens drei Geländepunkte enthält. Femer 
sind auch die Höhenwinkel nach diesen Objekten zu ermitteln. 
Es ist hierbei jedoch zu beachten, daß entweder die Stehachse 
des Theodolits bei der Winkelmessung durch den vorderen 
Hauptpunkt des photographischen Objektivs gehen muß, oder 
bei zentrischer Aufstellung des Theodolits alle Winkel reduziert 
werden müssen. 

Es seien auf einem Bilde die drei Objekte P^, Pg, P3 ab- 
gebildet, nach denen mit dem Theodolit oder der Bussole die 
drei Richtungen w^, w^^ w^ gemessen sind. Auf dem Bilde ver- 
binden wir die beiden Marken, die uns die horizontale Richtung 
angeben, durch eine Gerade, projizieren die drei Bildpunkte auf 
dieselbe und ermitteln unter Annahme eines beliebigen Null-: 
punktes die drei Abszissen x^, x^ und x^. Bezeichnen wir die 
auf den Hauptpunkt des Bildes bezogenen Abszissen desselben 
Punktes wie früher mit x^, x^ und x^, so ist nach (1) § 128, 
S. 313 
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x^^ d tang «1 

(1) rCg = d tang a^ 

x^= d tang «3 . 
Hieraus ergibt sich 

x^ — x. = d (tang cc^ — tang a,) == d ®^-^^^-^ 

Xo — X9=« d (tang a« — tang a,) = d ®-?-^^ "IL^«^ 
» 2s \ o » 02/ coBo, cos «g 

oder 

(2) d = -.—7 ^ cos a^ cos a. = .-. ^ * : cos a, cos «o . 

"^ ^ sm (ccg — «i) ^ 1 sin (og — a,) ^ * 

Es ist aber 

( ?l \ /*» __ o^ — _ /Y<0 ___ /y«0 /v» /y» _^ /iw /J»0 

yyj •*'2 '*'l — •*'2 '*'i > •''S •*'2 — «^S **'2 

und 

(3*) «2—^1=^2—^1? «3—0^2=^3—^27 

wir setzen deshalb 

^ ^ sm (oj — aj 8m(tri — ^'^i) s^^^ (^s — ^j) 8iii(t(?3 — w^) 

woraus m und w berechnet werden können, und erhalten aus 
Gl. (2) 

(5^ ^2i^ = - • 

^ '^ COS «j w 

Führen wir durch die Gleichung 

(6) ^ = tang X 

den Hilfswinkel X ein, so wird nach (5) 

cos g, + COS a , ^ 1 + tan g l ^ ^ ^ 

cos «1 — cos ccg 1 — tang X ^ ^ ^^ )y 

oder 

(7) cotang "^ ■^-"' = tang ^-^ tang (45« + A). 
Da 

(8) —2 2'-' 

ist, so können aus 

(9) cotang ^^^ = tang -'-^ tang (45» + A) 

und aas (8) die Winkel a, nnd «j berechnet werden, womit 
nach (3*) auch ck, bekannt ist. 
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Nach den Gleichungen (2) kann nun auch die Bildweite d 
ermittelt werden. 

Berechnen wir nach (1) die drei Abszissen x^, x^, x^, so 
ist die Lage der Ordinatenachse im Bilde bekannt. 

Nun läßt sich auch die Lage des Hauptpunktes H leicht 
angeben. Wir berechnen mit Hilfe der gemessenen Höhenwinkel 
/Ji, /J, und /J, nach Gl. (2) § 128, S. 313 die drei Ordinaten 

d tan<? ß. 



Vi 



cos a^ 
d tang /?, 



cos a, 
d tanff ßf, 

^' cos ffg ' 

und indem wir diese auf dem Bilde von den Objekten aus in 
der Richtung der Ordinatenachse abtragen^ sehen wir, um wie- 
viel die durch die Marken bestimmte Horizontale parallel zu 
verschieben ist, um durch den Hauptpunkt zu gehen. 

§ 130. Der Phototheodolit. 

Das Bestreben, ein Instrument zu erhalten, mit dem sowohl 
die photogrammetrischen Auöiahmen, als auch die Orientierung 
derselben und die Bestimmung der Eonstanten in möglichst 
vollkommener Weise ausgeführt werden können, führte zur Kon- 
struktion des Photofheodolits. Von den verschiedenen Bauarten 
soll die von Koppe in Braunschweig heiTührende und von der 
Werkstatte Gün^r und Tegetmeyer in Braunschweig ausgeführte 
näher behandelt werden, die die vielseitigste Verwendung zuläßt. 
Das in Fig. 212 abgebildete Instrument besteht aus einem Theo- 
dolit mit Höhenkreis und exzentrischem Femrohr, oder einem 
Universalinstrument, und einer photographischen Kamera, die 
mit der Kippachse zentrisch verbunden werden kann. Das üni- 
versalinstrument zeigt keinerlei Abweichungen von der üblichea 
Einrichtung, so daß sein Gebrauch far geodätische und astrono- 
mische Zwecke in keiner Weise beeinträchtigt wird. Bei demi 
der hiesigen geodätischen Sammlung gehörigen Instrument sind 
die beiden Kreise, deren Durchmesser gleich 14 bzw. 12 cm ist, 
mit Nonien von 20" Angabe versehen, während das Femrohr 
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etwa 20faclie Vergrößerung und eine Brennweite von rund 22 cm 
bat. Für tacIiymetriBcIie Zwecke sind Distanzfäden vorbanden. 
Die Eippacbse wird durch einen konischen Ring K unter- 
brochen, der zur Aufnahme der Kamera bestimmt ist. - Die 



letztere die bis auf den Plattenrabmen vollständig aus Metall 
hergestellt ist und somit groSe Sicherheit für die Unveriinder^ 
liebkeit der Bildweite bietet, wird mit ihrem mittleren Teil in 
den King eingesetzt und durch kleine, in die Ausschnitte des. 
Binges eingreifende Federn festgehalten. Eine Drehung der 
Kamera in dem Binge wird durch einen Anschlag, der zugleich 
zur Justierung dient, verhindert. In Fig. 216, 3. 325, die die 
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Kamera in einer anderen später zu erörternden Verbindung mit 
dem Theodolit zeigt^ ist der Anschlag bei Q sichtbar. Der die 
Platte aufnehmende Rahmen wird bei den neueren Instrumenten 
durch einen Schieber verschlossen, dessen Federn die Platte 
gegen eine durch drei Schraubenköpfe unveränderlich herge- 
stellte Auflagefläche drücken. Der Rahmen enthält in der Mitte 
der vier Seiten Marken, deren Verbindungslinien sich recht- 
winklig schneiden, und die sich bei der Aufnahme auf der Platte 
abbilden. Das Objektiv ist ein Doppelanastigmat von G. P. Goerjs 
in Schöneberg von 150 mm Brennweite. 

Zu dem Instrument gehört eine Wechselkassette, die zwölf 
Platten im Format 10 X 10 cm aufnehmen kann. 



§ 131. Justierung des Phototheodolits. 

Die Justierung besteht in der Berichtigung des Theodolits 
und der photographischen Kamera. Man beginnt am besten 
mit der Beseitigung des KoUimationsfehlers und des Kipp- 
achsenfehlers, worüber in § 37, S. 84 das Nötige gesagt ist, 
und geht dann zur Berichtigung der Kamera über. Es sind 
von der letzteren bei lotrechter Stehachse die folgenden Bedin- 
gungen zu erfüllen: 

1. Die Verbindungslinie der beiden seitlichen Rahmenmarken 
muß horizontal sein. 

2. Bei wagrechter Femrohrachse soll die optische Achse 
des photographischen Objektivs ebenfalls horizontal sein. 

Ob die erste Bedingung erfüllt ist, erkennt man daran, daß 
bei Einstellung der einen seitlichen Bahmenmarke auf ein Ziel 
und Drehung des Instruments um die Alhidadenachse die andere 
Marke ebenfalls durch das Ziel gehen muß. Die Justierung er- 
folgt durch Drehung der am Kippachsenring befindlichen 
Schraube, gegen die sich der Anschlag der Kamera lehnt. 

Vor der zweiten Justierung ist nach § 129, S. 316 die Bildr 
weite und die Lage des Hauptpunktes zu bestimmen,^ der mei- 
stens nicht genau mit dem Schnittpunkt der beiden Markenver- 
bindungslinien zusammenfallen wird. Den gefundenen Haupt- 
punkt bezeichnet man auf einer an die Stelle der Platte ge- 
setzten Mattscheibe und stellt ihn auf ein Ziel ein. Hierauf 
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verschiebt man den Horizontali^den des Fernrohrfadenkreuzes^ 
bis er ebenMls das Ziel trifft. 

Wenn nun noch der Indexfehler des Höhenkreises durch 
Justierung der mit seiner Alhidade verbundenen Libelle besei- 
tigt wird^ so ist die Justierung des Instruments erledigt. 

Bleibende Fdder, Eine Verschiebung des Bildhauptpunktes 
ist durch Verschiebung des Objektivs möglich, so daß der Haupt- 
punkt mit dem Schnittpunkt der Markenverbindungslinien zur 
Deckung gebracht werden kann. £s bietet jedoch die Berück- 
sichtigung der abweichenden Lage des Hauptpunktes keine 
Schwierigkeit, so daß von dieser Justierung abgesehen werden 
kann. 

Die Parallelstellung der Visierachse mit der Achse der 
Kamera ist am Instrument nicht vorgesehen; infolgedessen kann 
ein Kollimationsfehler der letzteren Achse vorhanden sein, der 
unter Umständen zu berücksichtigen ist, da die Orientierung 
der Bilder durch die Ablesungen am Horizontalkreise unrichtig 
wird. Der Fehler kann indessen, wie bei der Horizontalwinkel- 
messung, durch Aufnahme in beiden Femrohrlagen eliminieH 
werden; auch kann aus solchen Aufiiahmen die Größe dieses 
SoUimationsfehlers berechnet werden. 



§ 133. Orientiernng der Aufitahmen. 

Zur Verwertung photogrammetrischer Aufnahmen ist es 
erforderlich, daß die gegenseitige Lage der Stationspunkte und 
die Bichtung der optischen Achse der Kamera bekannt ist. Im 
einfachsten Falle werden nur zwei Stationen in den Endpunkten 
einer Grundlinie von bekannter Länge benutzt. Die Orientierung 
ist dann ohne weiteres gegeben, wenn bei der Aufnahme auf 
einer Station die andere mit abgebildet wird. Werden auf der- 
selben Station noch weitere Aufnahmen gemacht, so sind auch 
diese orientiert, wenn sie mit der erstereri oder miteinander 
mindestens ein Geländeobjekt gemeinsam abgebildet enthalten. 
Diese Methode der indirekten Orientienmg wird für Photo- 
grammeter, die nicht mit Hilfsmitteln für Winkelmessung ver- 
sehen sind, in Frage kommen. Ist mit dem Instrument eine 
Bussole verbimden, so wird diese bei jeder Aufnahme und bei 

Egger t, Geodäsie. 21 
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der Einstellung der optischen Achse auf den andern Endpunkt 
der Grundlinie abgelesen. Für letzteren Zweck wird in die 
Bildebene eine Mattscheibe eingesetzt, auf der der Hauptpunkt 
bezeichnet ist. 

Beim Phototheodolit tritt an die Stelle der Bussolenablesung 
die Ablesung des Horizontalkreises. Ist der Kollimationsfehler 
der Kamera bekannt, so sind die Ablesungen zu korrigieren, 
damit sie die wirklichen Richtungen der optischen Achse angeben. 

Größeren Aufnahmen wird in der Regel eine Triangulation 
zugrunde gelegt, durch die die einzelnen Station spunkte be- 
stimmt werden. Zur Orientierung der Aufnahmen auf direktem 
oder indirektem Wege dienen dann die von der Station aus 
sichtbaren Dreieckspunkte. 

Die Einschaltung neuer Stationspunkte in ein gegebenes 
Dreiecksnetz kann mit Hilfe der photogrammetrischen Auf- 
nahmen selbst erfolgen, aus denen die erforderlichen Horizontal- 
und Höhenwinkel entnommen werden. Namentlich die Methode 
des Rückwärtseinschneidens und die Hansensche Aufgabe werden 
vielfach Anwendung finden. 

Flüchtige Aufnahmen, z. B. auf Reisen, werden mitunter 
Gelegenheit zur Anwendimg des Lambertschen Problems der 
acht bzw. sechs Punkte bieten, dessen Lösung in § 63 S. 141 
bereits angeführt wurde. Werden auf vier beliebigen Stationen, 
deren gegenseitige Lage nicht bekannt ist, Aufnahmen gemacht, 
die mindestens vier Geländeobjekte gemeinsam enthalten, so 
lassen sich für jede Station die Richtungen nach diesen vier 
Objekten ermitteln und hiernach die acht Punkte bestimmen. 
Die Aufgabe vereinfacht sich, wenn die Aufiiahmen mit Hilfe 
der Bussole orientiert werden; es genügen dann drei Stationen 
mit drei gemeinsamen Geländeobjekten. 

§ 133. Die Ausmessung der Bilder. 

Die Ermittlung der Koordinaten x und y erfolgt auf den 
Negativen, nachdem die Verbindungslinien der Marken mit 
einer feinen Nadel eingeritzt sind. Bequemer ist die Benutzung 
von Diapositiven, da letztere die der Wirklichkeit entsprechen- 
den Beleuchtungswirkungen zeigen; Kopien auf Papier erleiden 
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durch das Fixieren stets Verzerrungen, die sie für genaue 
Messungen unbrauchbar machen. Man benutzt jedoch solche 
Kopien, um die auf verschiedenen Bildern liegenden zusammen* 
gehörigen Punkte auszusuchen und zu beziffern. Biese letztere 
Arbeit ist mit Schwierigkeiten verknüpft, die erst nach einiger 
Übung überwunden werden; Laussedat u. a. schlagen die Be- 
nutzung von Stereoskopbildern vor, die auf den einzelnen 
Stationen neben den eigentlichen Aufnahmen mit Hilfe einer 
kleinen stereoskopischen Kamera gewonnen werden. 

Eine neue von Koppe eingeführte Methode zur Ausmessung 
der Bilder liefert unmittelbar die Horizontalwinkel a und die 
Höhenwinkel /?, die bei der gewöhnlichen Ausmessung erst nach 
§ 128 S. 312 berechnet werden müssen. Die Methode beruht 
darauf, daß alle von einem Punkte der 
Brennebene des Objektivs ausgehenden 
Strahlen nach der Brechung parallel 
laufen. Befindet sich in (Fig. 213) 
das Objektiv der Kamera, und in der 
Bildebene der letzteren, die mit der 
Brennebene zusammenfallt, das Negativ 
einer Au&ahme, so tritt der einem Bild- 
punkte P entsprechende Strahlenzylinder in derselben Richtung 
aus der Kamera aus, in der er bei der Aufnahme eingetreten 
ist. Hat die Kamera dieselbe Neigung wie bei der Aufnahme, 
so können mit Hilfe eines vor dem Objektiv in C aufgestellten 
Theodolits mit Höhenkreis sowohl die Horizontalwinkel zwischen 
den Bildpunkten, als auch die 
Höhenwinkel nach denselben direkt 
gemessen werden. 

Ist die Bildweite nicht gleich 
der Brennweite (Fig. 214), so wer- 
den die einzelnen von P auf das p 
Objektiv fallenden Strahlen nach 
der Brechung nicht parallel sein, 

und ein in G stehender Theodolit kann nicht in die Bichtung 
des Hauptstrahls OP eingestellt werden. Letzteres ist nur dann 
möglich, wenn der Punkt G mit dem vorderen Hauptpunkt 
des photographischen Objektivs zusammenfällt. 

21* 




Pig. 818. 




Fig. 214. 
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Nach diesen Gesichtspunkten hat Koppe eine besondere 
Ausmeß Vorrichtung konstruiert, die in Fig. 215 im Grundriß 
und Aufriß abgebildet ist. Als Meßinstrument wird der 
Phototheodolit selbst benutzt, nachdem die Kippachse heraus- 
gehoben und durch eine andere ersetzt ist, die ein kleines 
zentrisch an einem Bügel angebrachtes Fernrohr trägt und 

an der auch der Höhen- 
kreis bequem befestigt 
werden kann. Das Stativ 
Tj das die Kamera trägt, 
wird an den Dreifuß 
des Instruments ange- 
"" schraubt, wodurch eine 
sehr sichere Verbindung 
aller Teile erzielt wird. 
-Eine Gabel des Stativs T 
nimmt in zwei Lagern die 
Kippachse der Kamera auf, 
die durch den vorderen 
Hauptpunkt ihres Objek- 
tivs geht; ferner wird die 
Kamera durch einen ver- 
stellbaren Träger t unter- 
stützt, der überdies noch 
mit einer Feinbewegungs- 
schraube h versehen ist, 
so daß der optischen Achse 
eine beliebige Neigung ge- 
geben werden kann. Fig. 2 1 6 
stellt die Ausmeßvorrich- 
tung in ihrer wirklichen Ausführung dar. 

Um die Kamera in die richtige Lage zu bringen, wird das 
Beobachtungsfernrohr mit Hilfe des Höhenkreises auf den Höhen- 
winkel CO der Aufnahme eingestellt und hierauf die Kamera 
derartig geneigt, daß ihre optische Achse mit der Visierachse 
des Femrohrs zusammenfällt. Hiermit ist die Ausmessung 
vorbereitet und es können nun mit Hilfe des Theodolits die 
horizontalen Richtungen und die Höhenwinkel nach den einzelnen 




Fig. 215. 
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Bildpunkten gemessen werden. Die Genauigkeit, mit der diese 
Winkelmessnng ausgeführt werden kann, bleibt bei scharfen 



Bildern nicbt wesentlicb hinter der nach wirklichen Objekten 
zurück; da die Platte in der Kamera dieselbe Lage wie bei der 
Aufnahuie bat, so sind auch die Abbildungsfehler des Objektivs 
ohne Einüuß. 



Ana 
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% 184. St«r«08kopi8die Bilder. 

Besonder« Einitichheit erlangt das Verehren der Photo- 

^riimmetrie, wenn bei der Au&iahnie die lichtempfindlichen 

Fltttteu in einer Ebene liegen. Wir betrachten auch hier zn- 

,p Dächst den einfachen Fall einer 

iVx gemeinsamen lotrechten Bildebene 

mit dflD beiden in gleicher Höhe 

übenden Zentren 0, und O, 

\ (F'g- 217). Sind j), und p^ die 

\ Bildponkte des Punktes P, deren 

Koordinaten x„ y, und x^, y^ in 

\ Bt bezog auf die Hauptpunkte ff, und 

\ U ^ &US den Bildern entnommen 

i sind, 30 ist 



(1) 



= a gesetzt wird 



Es läßt sich somit aus der Abszissendifferenz a, die man 
als paraUaJctisdie Fersdii^i^ bezeichnet, der senkrechte Ab- 
stand des Punktes P von der Bildebene leicht berechnen. 

Dies bedeutet zunächst keinen wesentlichen Vorteil gegen- 
über dem gewöbnlichen Verfahren. Die beiden vorstehenden 
Aufnahmen haben jedoch die Eigenschaften Stereoskop ischer 
Bilder, deren Augenpunkte 0^ und 0, sind, und lassen in einem 
Stereoskop das abgebildete Gelände plastisch erscheinen. Da 
hierbei der Abstand b auf den Augenabstand c reduziert wird, 
so erscheinen sämtliche Oeländegegenstände im Verhältnis 7- 
d. h. der Anblick im Stereoskop ist derselbe, den 
tabe -r hergestelltes Geländemodell den unbewaffne- 
bieten würde. Das GeUnde wipd plastisch gesehen, 
i iallt das Aufsuchen zusammengehöriger Punkte 
K'eg. Bezeichnet man auf dem einen Bilde eine 
jreländep unkten etwa durch kleine Kreise, 30 ist es 
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nicht schwer, im Stereoskop aach das andere Bild an denselben 
Geländepunkten mit Kreisen zu versehen, selbst wenn diese 
Punkte sich gar nicht besonders abheben. Wird für die Kreise 
die paraliaktiache Verschiebung a ermittelt, und werden auf 
einem der beiden Bilder, etwa auf dem linken, die Koordinaten sc 
□nd p gemessen, so ist die Lage des betreffenden Geländepunktes 
vollständig bekannt. 

Bequemer als die Bezeichnung zusammengehöriger Punkte 
auf den Bildern unter Zuhilfenahme des Stereoskops ist die An- 
wendung zweier beweglicher Marken, die nacheinander auf be- 
liebige Punkte eingestellt werden können. £iue hierzu geeig- 
nete Vorrichtung ist das in Fig. 218 abgebildete Stereomikromet&r 



von Carl Zeiß in Jena. Der Rahmen B, der auf die Bilder 
gelegt wird, trägt einen Schieber Ä, der mittels des Knopfes K 
seitlich bewegt werden kann. Auf dem Schieber sind zwei 
Zeiger m^ und m^ befestigt, von denen der letztere mit der 
Schraube S in einem Schlitten B bewegt werden kann, so 
daß der Abstand der beiden Zeiger sich verändern läßt. Die 
Ze^;er können überdies in vertikaler Richtung verschoben 
werden. 

Im Stereoskop erscheinen die beiden Zeiger als eine im 
Räume schwebende Marke, die sich heim Drehen der Schraube 
8 nähert oder entfernt. Hiermit ist die Möglichkeit gegeben, 
die sich im Räume bewegende Marke auf jeden Punkt des 
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plastisch erscheinenden Oeländebildes einzustellen. An der 
Schraube S kann dann sofort die parallaktische Verschiebung a 
abgelesen werden^ während am Schieber Ä und am Zeiger m^ 
Skalen zur Ablesimg von x und y angebracht werden könnten. 
Die Messungen erfolgen nur dann fehlerfrei , wenn die beiden 
Zeiger unmittelbar auf der Bildebene liegen; zur Vermeidung 
des toten Ganges ist die Schraube S bei allen Einstellungen nur 
in einem Sinne zu drehen. 

Zur Messung der parallaktischen Verschiebung wird die 
wandernde Marke zuerst auf Unendlich eingestellt, indem sie mit 
der ebenfalls in unendlicher Entfernung erscheiuenden Bildver- 
tikalen zur Deckung gebracht wird. Die hierzu gehörige Ab- 
lesung an der Schraube S bildet die Nullablesung für die Pa- 
rallaxenmessung. Da mit der Vertikalverschiebung der beiden 
Zeiger auch eine geringe seitliche Bewegung yerbunden ist, so 

j> ist vor jeder neuen Ein- 
j7 Stellung die NuUab- 
'X^ * lesung neu zu bestim- 
men. 

Die gemessenen 
Größen können zur 
Konstruktion der Ge- 
ländepunkte benutzt 
werden ; sie ermöglichen 
aber auch eine einfache 

Koordinatenberech- 
nung. Führen wir nach 
Fig. 219 ein rechtwinkliges Koordinatensystem X, F, Z ein, 
dessen Nullpunkt in 0^ liegt, dessen Z- Achse mit O^H^ zu- 
sammenfällt, und dessen X- und F-Achse den entsprechenden 
Achsen der Bilder parallel sind, so ist nach Fig. 219 und 
Fig. 217: 



O^- 




Fig. 219. 



(3) 



z 



X = X 



d 



§ 134. Siereoskopische Bilder. 
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oder mit Hilfe von (2): 



(4) 



X = x 



r = y 



a 



a 



a 



Y ist mit der Höhe des Geländepunktes über dem Punkte 0^ 
gleichbedeutend. 

Ist die Bildebene um den Winkel co gegen die Lotrichtung 
geneigt, so erhalten die Y- und die Z- Achse des vorstehenden 
Koordinatensystems dieselbe Neigung und die Werte von Y und 
Z bedürfen einer Reduktion, um wieder horizontale Koordinaten 
und Höhen anzugeben. Bezeichnen wir die letzteren mit X', 
Y' und Z\ so ist: 

X'=X 

(5) y = F cos cö + Z sin cd 

Z' = Z cos (0 — Y sin cj . 

Aufnahmen in verschiedener Hohe. Liegen die Bildzentren 
Ol und Og bei der Aufnahme in verschiedener Höhe, so lassen 
sich die beiden Bilder 
nur dann im Stereoskop 
zu einem plastischen Bilde 
vereinigen, wenn die Ver- 
bindungslinie der beiden 
Hauptpunkte parallel der 
Augenverbindungslinie 
liegt (Fig. 220). Im 
Stereoskop würde dem- 
nach das verkleinerte 
und aufrecht stehend ge- 
dachte Modell der Land- 
schaft scheinbar mit nach 
rechts geneigtem Kopfe angeblickt werden. Die parallaktische 
Verschiebung a zweier Bildpunkte pj^ und P2 ^^^ dann eben- 
falls in der Richtung HiH^ gemessen werden; es interessiert 
uns jedoch nur die Projektion a' derselben auf die Horizontale, 
die wir durch Reduktion von a, besser aber noch durch direkte 
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Messung auf folgende Weise bestimmen. Denken wir uns durch 
Pi und p^ Parallelen zur Bildvertikalen gelegt^ so ist die paral- 
laktische Verschiebung dieser beiden Geraden gleich a\ Diese 
Größe erhalten wir auch, wenn wir das rechte Bild aufwärts 
verschieben, bis die Verbindungslinie p^p^ der Bildhorizontalen 
parallel ist (Fig. 221), worauf die parallaktische Verschiebung 
der beiden Bildpunkte gleich a' ist. Die Verschiebung des 
rechten Bildes ist für jeden auszumessenden Punkt zu wieder- 
holen, wobei natürlich die plastische Erscheinung des Gesamt- 
bildes verloren geht. 

Wenn nach einer photographischen Aufnahme die optische 
Achse um einen sehr kleinen Horizontalwinkel gedreht und die 
Aufnahme wiederholt wird, so werden die beiden Bilder so ge- 
ringe Abweichungen zeigen, daß diese nur am Kande wahrnehm- 
bar sind. Dagegen werden die beiden Bildvertikalen um einen 
merklichen Betrag gegeneinander verschoben sein. Ist der 
Drehungswinkel gleich d, die Bildweite gleich rf, so ist die Ver- 
schiebung der Bildvertikalen 

Dies ist bei stereophotogrammetrischen Aufnahmen zu berück- 
sichtigen, wenn bei der Aufnahme die beiden optischen Achsen 
nicht genau parallel sind. Die Bilder können dann immer für 
das Stereomikrometer verwendet werden, jedoch ist zur Aus- 
messung die Größe A zu ermitteln. Ist der Winkel d nicht aus 
den Orientierungsmessungen bekannt, so läßt sich A indirekt 
bestimmen, wenn das Bild einen Dreieckspunkt enthält, dessen 
Lage in bezug auf die Aufnahmepunkte gegeben ist, so daß 
sein Abstand e (Fig. 217) als bekannt angesehen werden kann. 
Wird für diesen Punkt die parallaktische Verschiebung a zu- 
nächst ohne Rücksicht auf die Konvergenz der optischen Achsen 
gemessen, so ergibt sich nach (2) § 134, S. 326 
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Der Stereokomparator. 
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worans A berechnet irerden kann. Wird nun zu jeder parallak- 
tischen Yerschiebung a die kooBtante Verbesserung A hinzuge- 
fügt, so ist die Konvergenz der optischen Achsen unschädlich 
gemacht 

% 135. Der 8tereokompar&tor. 

Das Stereomikrometer ist weniger fiir praktische Anwendung 
ala fQr die Demonstration des stereophotograinmetrischen A'^er- 
Cahrens berechnet. Von der optischen Werkstätte Carl Zeiß in 



Jena ist zur Ausmessung stereoBbopischer Bilder ein Slereolcom- 
parator konstruiert worden, der die Aufgabe in vollkommenster 
Weise löst. Fig. 222 zeigt dieses Instrument in seiner ersten 
Ansfahrnng vom Jahre 1900, die jedoch später nur geringe Ab- 
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änderungen erfahren hat. An die Stelle des gewöhnlichen Ste- 
reoskops ist ein binokulares Mikroskop mit erweitertem Objektiv- 
abstand getreten, dessen Okulare 0^ und Og mit den Objektiven, 
durch ein Prismensystem verbunden sind. In der Bildebene be- 
finden sich die beiden Marken, die linke fest^ die rechte mittels 
der Mikrometerschraube m beweglich. Als Trager der stereösko- 
pischen Bilder dient ein Rahmen E, der in vertikaler Richtung 
mittels des Triebes V verschoben werden kann, und dessen Ge- 
wicht durch das Gegengewicht G ausgeglichen wird. Auf dem 
Rahmen E gleitet ein horizontal durch den Trieb H zu be- 
wegender Schlitten D, Die beiden Verschiebungen können an 
den Skalen B und A gemessen werden. Die Bilder P^ und P^ 
liegen auf zwei getrennten Rahmen, von denen der linke ab- 
weichend von Fig. 222 bei den neueren Instrumenten feststeht^ 
während der rechte auf einem Kreuzschlitten vertikal und hori- 
zontal mit den Schrauben N und M bewegt werden kann. Zur 
Messung dieser Bewegungen dienen die Skalen b und a. Zu 
erwähnen bleibt noch, daß die Bilder nicht unmittelbar auf den 
Rahmen, sondern auf zwei Drehscheiben liegen, die allerdings 
für den vorliegenden Zweck keine Bedeutung haben. 

Zwei Spiegel ä, die durch Drehung des Rades JB einge- 
stellt werden, regeln die Beleuchtung der Platten. 

Für die Ausmessung stellt man die wandernde Marke mit Hilfe 
der Schraube m auf oo ein, und legt die Platten so auf die 
Rahmen, daß die Bildhorizontalen wagrecht liegen und die Haupt- 
punkte mit den beiden Marken des Mikrometers zusammenfallen, 
also auch in unendlicher Entfernung erscheinen. Bei dieser 
Stellung der Bilder sind die Koordinaten x und y, sowie die 
parallaktische Verschiebung gleich Null, die dazu gehörigen 
Ablesungen an den drei Skalen -4, B und a geben somit die 
Tndexverbesserungen derselben an. 

Der Vorgang bei der Ausmessung ist nun der folgende. 
Mit den beiden Schrauben H und V wird der zu bestimmende 
Punkt des linken Bildes auf die linke Mikrometermarke ein- 
gestellt, worauf man an den Skalen A und B unter Berücksich- 
tigung ihrer Indexverbesserungen die Koordinaten x und y des 
Punktes abliest. Hierauf wird mit der Schraube N, die wir 
uns über dem rechten Bilde zu denken haben, das letztere ver- 
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tikal so weit yerschoben^ bis beide Bildpunkte in gleicher Höhe 
liegen^ dann die wandernde Marke durch seitliches Verschieben 
des rechten Bildes mittels der Schraube M auf den Punkt ein- 
gestellt und an der Skala a die parallaktische Verschiebung ab- 
gelesen. Der Nonius bei a gibt ^j^mm an^ so daß die Hun- 
dertstel-Millimeter noch geschätzt werden können. 

Die Mikrometerschraube m wird somit zur Ausmessung der 
Bilder nicht benutzt; der geripge Spielraum der beweglichen 
Marke würde hierzu auch nicht genügen. Jedoch kann diese 
Schraube zur genauen Messung kleiner Entfemungsdifferenzen 
gebraucht werden. 

Obgleich bei der Ausmessung die beiden Mikrometermarken 
unbeweglich bleiben und nur das rechte Bild bewegt wird, er- 
scheint doch im Mikroskop die Marke wandernd und das Ge- 
lände stillstehend. 



§ 136. Der stereoskopische Entfernungsmesser. 

Das Mikroskop des Stereokomparators kann zur wirklichen 
Distanzmessimg im Gelände benutzt werden, wenn die optischen 
Teile, die Objektive und Okulare, durch die zweier Femrohre 
ersetzt werden. Wir erhalten dann ein Doppelfernrohr mit er- 
weitertem Objektivabstand (Telestereoskop), in dessen Bildebene 
eine feste und eine bewegliche Marke angebracht sind. Die 
Mikrometerschraube der letzteren zeigt die Ablesung Null, so- 
bald die wandernde Marke unendlich fem erscheint. Wird dieses 
Instrument auf ein Geländeobjekt gerichtet, und die wandernde 
Marke auf dieses Objekt eingestellt, so ergibt sich aus der pa- 
rallaktischen Verschiebimg, dem Objektivabstand und der Bild- 
weite nach (2), § 134, S. 326 sofort die Entfernung des Objekts. 

Bequemer ist eine zweite Konstruktion des stereoskopischen 
EntfernungsmesserSj die ebenfalls von Carl Zeiß in Jena in den 
Handel gebracht worden ist. Dieser unterscheidet sich von dem 
soeben beschriebenen nur durch die Meß Vorrichtung. Anstatt 
einer festen und einer beweglichen Marke ist eine ganze Reihe 
fester Markenpaare in der Bildebene angebracht, und diese ge- 
währen den Anblick einer Reihe von Marken, die im Raum in 
verschiedenen Entfernungen vor dem Femrohr liegen. Die 



334 



16, Kapitel. Die Photogr&mmetrie. 



scheinbaren Entfernungen sind durch kleine, neben den MarkeD 
stehende Ziffern bezeicknet. Die Gesamtheit der Marken bildet 
eine Skala, die, auf ein Geländeobjekt gerichtet, das Ablesen der 



Entfemong desselben unmittelbar gestattet In Fig. 233 ist ein 
kleinerer EntfemnngemesBer mit einem ObjektiTabstand von 
32 cm mid vierfacher Fernrohrrergrößerung abgebildet, der Eiit- 
femnngeD Ton 20 m bis 500 m angibt. 



§ 137. Birekte Yerwertnug stereophotogrammetrischer 
Bilder. 

AU Abschluß der Besprechung der neuesten geodätischen 
Methoden behandeln wir einen im Jahre 1901 zuerst tod dem 
Amerikaner BeviUe ausgeführten Versuch, der die unmittelbare 
Zeichnung topographischer 
Karten nach stereoskopi- 
schen Bildern bezweckt. 
Wir setzen hierbei wieder 
zwei Aufnahmen mit ver- 
tikaler Bildebene und zu- 
nächst auch mit gleicher 
Höhe der Aufnahmepunkte 
voraus. Der Apparat von 
Deville, der im Grundrift 
in Fig. 224 dargestellt ist, 
p'g JJ4 ' besteht im wesentlichen 

aus einem HdmkoUeBchen 
Spiegelstereoskop, bei dem die beiden in Bi und Bj lotrecht 
angestellten Bilder durch zwei Spiegel S, und 5, den Augen 
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Ä^ und A2 zugeführt werden. Die Bilder stehen so, daß 
ihre Hauptpunkte in unendlicher Entfernung erscheinen. Die 
beiden Spiegel sind nur leicht versilbert und infolgedessen 
in gewissem Grade durchsichtig. Man sieht deshalb nicht nur 
das Gelände plastisch vor sich, sondern zugleich auch alle Gegen- 
stände, die sich hinter den Spiegeln befinden und die nun im 
Gelände selbst zu stehen scheinen. Bewegt man einen Zeichen- 
stift F hinter den Spiegeln, so wandert dieser anscheinend ini 
Gelände umher, und es ist damit die Möglichkeit gegeben, den 
Stift den einzelnen Linien des Geländes entlang zu führen und 
diese aufzuzeichnen. 

Deville befestigte den Zeichenstift unter einem kleinen 
Wagen und auf diesem einen Schirm, der lotrecht über dem 
Stift eine von der Rückseite beleuchtete Oflfnung trug. Diese 
erschien dem Beobachter als ein leuchtender Punkt, der durch 
Bewegen des Wagens im Gelände herumgeführt werden konnte. 

Der Apparat kann auch zur Zeichnung von Horizontal- 
kurven benutzt werden, wozu der Schirm vertikal verschoben 
werden muß. Da die Höhe der Hauptpunkte von der Aufnahme 
her bekannt ist, und der Maßstab des plastisch erscheinenden 
Modells sich aus dem Augenabstand und der Basis ergibt, so 
kann hinter den Spiegeln eine lotrechte Skala aufgestellt werden, 
deren Teilstriche runden Werten der Höhen entsprechen. Stellt 
man nun die leuchtende Marke des Zeichenstiftes nacheinander 
auf die einzelnen Höhen ein und sucht alle Punkte des Geländes 
auf, die in diesen Höhen liegen, so gibt der Zeichenstift die 
entsprechenden Höhenkurven. 

Liegen die beiden Aufnahmepunkte in verschiedenen Höhen,, 
so sind auch die Bilder so aufzustellen, daß der Höhenunter- 
schied der Hauptpunkte dem der Aufnahmepunkte im Maßstabe 
der Verkleinerung gleichkommt. Der Beobachter ist dann ge- 
nötigt, mit seitlich geneigtem Kopf in die Spiegel zu blicken. 

Die erste Anregung zur geodätischen Verwertung der Ste- 
reoskopie gab der Charlottenburger Ingenieur Hedor de Grou- 
silliers (gestorben 1899), der im Jahre 1893 der optischen Werk- 
stätte Carl Zeiß in Jena den Grundgedanken des stereoskopischen 
Entfernungsmessers zur Ausführung vorschlug. Nach vielfachen 
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Versuchen von Dr. Ptdfrich gelangte diese Idee zur Verwirk- 
lichung und die ausgefähtten Instrumente zeigten in überraschen- 
der Weise die Fruchtbarkeit des von GrotmUiers angegebenen 
völlig neuen Prinzips. Diese Erfolge fährten Pulfrich dazu^ die 
neue Methode auch zur Entfernungsmessung im Stereoskop zu 
verwenden, und wenn dieser Gedanke auch, wie es sich dann 
zeigte, schon früher mehrfach verfolgt worden war, so gelang 
die vollkommene Verwirklichung doch erst nach Ersatz des ge- 
wöhnlichen Stereoskops durch ein binokulares Mikroskop, in 
dessen Bildebene die Meßvorrichtung angebracht wurde. Der 
auf diesem Wege entstandene Stereokomparator hat sich in den 
wenigen Jahren als ein sehr wichtiges Meßinstrument erwiesen, 
dessen Anwendungsgebiet heute noch nicht abgegrenzt ist. 



An einer zusammenhängenden umfassenden Darstellung der 
Photogrammetrie fehlt es bis jetzt. Grundlegende Schriften sind: 

C. Koppe, Die Photogrammetrie oder Bildmeßkunst. Weimar 
1889. 

(7. jEo^^P^; Photogrammetrie und internationale Wolkenmessung. 
Braunschweig 1896. 

Als Beispiel einer größeren photogrammetrischen Aufnahme 
ist zu erwähnen: 

S. Finsterwalder y Der Vemagtferner, seine Geschichte und 
seine Vermessung in den Jahren 1888 und 1889. Graz 1897. 

Für die Stereophotogrammetrie ist außer den VeröfiFent- 
lichungen von C. Pulfrich in der -Zeitschrift für Instrumenten- 
künde 1903/04 zu nennen: 

von HiM, Die Stereophotogrammetrie. Mitt. d. k. k. mil.- 
geogr. Instituts XXE. Bd. 1902, S. 139 - 154. 

von Hiibl, Die stereophotogrammetrische Terrainauf nähme. 
Mitt. d. k. k. mü.-geogr. Instituts XXIII. Bd. 1903, S. 182—212. 

Die geschichtliche Entwicklung des gesamten Gebiets ist 
dargestellt im zweiten Teil des schon im Vorwort erwähnten 
Werkes Lamsedat, Recherches sur les instruments. 



IV. Abschnitt. 

Die Ausgleicliungsrechnung nach der Methode 

der kleinsten Quadrate. 

17. Kapitel. 

Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 

§ 13S. Einfahrendes Beispiel. 

Als Beispiel einer einfachen Ausgleichung behandeln wir 
die Berechnung der Konstanten zweier Meßkeile, wie sie auf 
dem Meßband- oder Meßlattenkomparator benutzt werden (vgl. 
S. 8). Zur Bestimmung der Konstanten wurde der Abstand z 
der beiden Parallelflächen für neun verschiedene Keilablesungen jfc 
gemessen. Die Messungs werte, die mit Z^, l^-'-l^ bezeichnet 
werden mögen, sind die folgenden: 

k^ = ~ 19,6 Zi = 15,80 



fcj - 16,4 


l^ = 16,48 


*s=- 11,6 


?« - 17,42 


K-- 6,8 


l^ = 18,40 


^5 0,4 


l^ - 19,66 


K-+ 4,4 


Ze = 20,56 


*,= + 9,5 


Z, = 21,58 


h- + 14,5 


Zg - 22,66 


1c,='+ 19,5 


Zg = 23,60. 



Nach § 3, S. 8 ist der Abstand der Parallelflächen 

(1) 0^a + ß1c, 

es sind demnach aus den Messungen die beiden Konstanten a 
und ß zu berechnen. Wir führen diese Berechnung zunächst 

Eggert, Geodfisie. 22 
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auf graphischem Wege aus^ indem wir die h als Abszissen^ die 
l als Ordioaten auftragen und durch die gefundenen Punkte eine 
Gerade legen (Fig. 225). Da es jedoch infolge der Messungs- 
fehler, mit denen die l behaftet sind, nicht möglich sein wird, 
die Gerade gleichzeitig durch alle neun Punkte gehen zu lassen, 
so kann sie nur eine ausgleichende Linie darsteUen, die mög- 




liehst wenig von den einzelnen Punkten abweicht. In Fig. 225 
ist diese Zeichnung verzerrt dargestellt, damit die Abweichungen 
deutlicher hervortreten. Bei genauer Konstruktion findet man, 
daß die Gerade die Ordinatenachse bei dem Wert 19,75 schneidet, 
und daß die Ordinaten der Geraden bei einer Abszissendifferenz 
von 40 Einheiten um 7,94 Einheiten wachsen. Es ist dem- 
nach: 



a - 19,75 ß == 



7,94 



0,199, 



und das Resultat der Ausgleichung ist die Gleichung der Meß- 

keile 

^ = 19,75 + 0,199 Z:. 

Um die vorstehende Aufgabe numerisch zu lösen, bezeichnen 
wir die Abweichungen der Messungen von der ausgleichenden 
Geraden in Fig. 225 mit A^, X^,,,k^ und es sind dann die Or- 
dinaten der Geraden für die Abszissen A^i, i^, •**%9 gleich 
\ + ^1? ^2 + ^«? • • • ^9 + ^9* ^s ^st infolgedessen: 



r 
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(2) l^+X^=u + ßlc^ 

Diese Gleichungen gelten für jede beliebige ausgleichende 
Gerade, jedoch wird jede derselben andere Werte der X und 
andere Werte für a und ß bestimmen. Als Kriterium für die 
günstigste Lage der Geraden wurde schon vorher die Forderung 
aufgestellt, daß die Werte der A möglichst klein sein sollen, 
was indessen in verschiedener Weise mathematisch formuliert 
werden kann. Der Versuch, die Ahsolutsumme der A möglichst 
klein zu machen, führt nicht zu einer allgemein verwendbaren 
Ausgleichungsmethode; wenn man dagegen die Quadratsumme 
der A zu einem Minimum macht, so ergibt sich eine einfache 
Lösung der Aufgabe. Diesen Weg hat 0. F. Gauß im Jahre 1795 
zun. ersten Male eingeschlagen und das gefundene Ausgleichungs- 
verfahren in seiner „Theoria motus corporum coelestium" im 
Jahre 1809 begründet. Wenig später als Gauß gelangte auch 
Legendre zu derselben Lösung, die er bereits im Jahre 1806 in 
seiner Schrift „Nouvelles methodes pour la determination des 
orbites des cometes^* bekannt gab, ohne jedoch auf eine Begrün- 
dung einzugehen. Legendre legte dem Verfahren den Namen 
„Methode der kleinsten Quadrate" l)ei. 

Indem wir die theoretischen Vorzüge dieses Ausgleichungs- 
prinzips zunächst nicht erörtern, benutzen wir es sofort, um die 
vorliegende Aufgabe numerisch zu lösen. 

Nach (2) haben wir: 

(3) l^-^-k + a + Kß 

Ag= — Zg+a + ^sA 

woraus die Unbekannten a und ß so bestimmt werden sollen, daß 

(4) [AA] = Af + A| + ... + AJ 
ein Minimum wird, oder daß 

¥^ = und ¥i^ = 

Ca. dp 

wird. Es ist aber 

22* 
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ax, 



9 



und nach (4) und (3): 

Entsprechend ergibt sich: 

-Jj^ - 2Ai*,+ 2;2*a + • • • + 2;^*^,= 0. 
Die Bedingungen des Minimums sind somit 

Indem wir hier die Werte der k aus den Gl. (3) einfuhren, 

finden wir 

- m +9(. + [Ä;]/3 = 

^^ ~ [JkZJ + [fe]a + \k1c]ß - 0, 

woraus die beiden Unbekannten a und ß berechnet werden 
können. Wir gehen nun zu Zahlenwerten über und erhalten 
für das System (3): 

X^ 15,80 + oj - 19,6/3 

^2 = - 16,48 + a- 16,4/3 
A3 17,42 + a — 11,6/3 

^4 = - 18,40 + «— 6,8/3 

X^ 19,66 + a — 0,4/3 

Aß = - 20,56 + £^+ 4,4/3 
^7 = — 21,58 + a+ 9,5/3 
Ag = - 22,66 + « + 14,5/3 
A9 = - 23,60 + a + 19,5/3 

und hieraus für das System (6) die Gleichungen 

- 176,16 + 9,00a - 6,90/3 = 

- 169,24 - 6,90« + 1534,19/3 = 0, 

aus denen wir finden: 

a = + 19,727 /3 = + 0,1990, 

Werte, die wenig von den Resultaten der graphischen Ausglei- 
chung abweichen. 
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§ 139. Yermittelnde Beobaehtnngen. 

Gleichungen von der Form des Systems (2) § 138 ergeben 
sich überall da^ wo Funktionen von Unbekannten gemessen 
werden^ um die Unbekannten zu ermitteln. Man bezeichnet 
solche Messungen als vermittelnde Beobachtungen und die soeben 
gelöste Aufgabe als eine Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen, 
Voraussetzung ist hierbei , daß die Anzahl der Beobachtungen 
größer als die Anzahl der Unbekannten ist. Wir behandeln die 
Aufgabe noch einmal^ indem wir statt der Gl. (3) die allgemei- 
neren linearen Gleichungen 

'^i = — ^1 + «1^ + hy + ^1^ 

betrachten, in denen die drei Unbekannten x y aus den n Be- 
obachtungen liyli"-l„ zu berechnen sind. Man bezeichnet die 
Gl. (1) als Fehlergleichungen. Wird der Bestimmung der Unbe- 
kannten die Forderung zugrunde gelegt, daß 

(2) [XX] = A? + A| + A| + • • • + AS 

ein Minimum sein soll, so erhalten wir analog den Entwick- 
lungen des § 138 aus (1) und (2): 

^ = 2a, A, + 2a,X, + • • • + 2a„X„^0 

^] = 2 M. + 2 62 ^2 + • • • + 2 M« =- 
^/3 ^ 2 q A, + 2 ^2 A2 + . . . + 2 c„ A„ = 

oder in einfacherer Bezeichnung: 

(3) [aA]=:0 [6A] = [cA]«0. 

Werden die Gleichungen (1) der Reihe nach mit a^^ag.. .a„ 
multipliziert und summiert, so ergibt sich nach (3): 

[aX] = — [al] + [aa]x + [ab'jy + [ac]xf == 0. 

Entsprechende Gleichungen finden wir durch Multiplikation der 
Fehlergleichungen (1) mit 6,, b^-^.b^, bzw. mit c^, c^.,.c^. Im 
Zusammenhange lauten die drei Gleichungen: 
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[ad]x + [0'h]y + [ac]0 — [aZ] == 

(4) ■ [a6> 4- [fc6]y + \bc^z - [hl\ = 

\ac\x -\-\l)c\ff + \cc\z — \^cl\^0 . 

Aus diesen Gleichungen, den sog. Normdlgleichungen, können die 
drei Unbekannten x^ y und berechnet werden. 

Das arithmetische Mittel, Gleichungen einfacher Form er- 
geben sich in dem speziellen Fall, in dem eine Unbekannte un- 
miUelbar mehrmals gemessen worden ist. Wird mit x der aus 
den Messungen zu berechnende Wert der Unbekannten be- 
zeichnet, tmd sind ?i, ?a... Z„ die Beobachtungen, so sind die 
Gleichungen: 

v-t ~7~ />4 -~" X 

(5) Zg + Aj = a; 

die Fehlergleichungen dieser Aufgabe. Hieraus ergibt sich, wenn 
die Unbekannte nach der Methode , der kleinsten Quadrate be- 
rechnet wird, die Normalgleichung 

nx-llj'^^O 
oder 

(6) ir = ™. 

Der nach der Methode . der kleinsten Quadrate berechnete 
Wert der Unbekannten ist mithin gleich dem arithmetischen 
Mittel der Beobachtungen. Es besteht somit kein Widerspruch 
zwischen dem arithmetischen Mittel, das sich bei wiederholter 
Messung einer Unbekannten als nächstliegender Wert derselben 
aufdrängt und dem Resultat der Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate. 

§ 140. Einführung Ton Näherungswerten der Unbekannten. 

Elimination einer Unbekannten. 

a) In vielen Fällen ist es zweckmäßig, Näherungswerte der 
Unbekannten schon vor der Ausgleichung zu ermitteln, indem 
man z. B. bei drei Unbekannten in drei Fehlergleicbungen die 
Verbesserungen l gleich Null setzt und hiei^aus die Unbekannten 
berechnet. Bezeichnen wir die Näherungswerte mit Xq^ y^ und 
Zq und setzen 
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(1) y^Vo + v 

so sind durch die Ausgleichung nur noch die kleinen Verbesse- 
rungen I, rj und J; zii ermitteln. In manchen Fällen führt dies 
zu einer Vereinfachung der Zahlenrechnung, in anderen^ . wird 
hierdurch erst die .Anwendung del- Methode der kleinsten (Qua- 
drate ermöglicht. , 

Beispiel. Die Länge eines Stahlmeßbandes wurde auf dem 
Meßbandkomparator bei verschiedenen Temperaturen gemessen. 
Aus den gefundenen Werten soll di^ Länge des Bandes für 0® 
und die Änderung derselben für 1® Temperaturerhöhung be- 
rechnet werden. Die Messungsergebnisse sind: 

t^^-\r 3,5« üj- 19998,2mm 

t^=+ '8,7« ?2= 19999,3 „ 

^3- 4- 15,2« ^3=^ 20001,9 „ 

<4=-f 19,8« 7^=- 20002,9 „ 

#^^ + 26,2« «5= 20004,0 „. 

Es sei X die Länge des Meßbandes bei 0«, y ihre Änderung bei 
1« Temperaturzunahme. Indem wir zu den Beobachtungen l 
die Verbesserungen k hinzufügen, die nach der Methode der 
kleinsten Quadrate berechnet werden sollen, erhalten wir die 
Fehlergleichungen: 

19998,2 > Ai « a; + 3,5 y 

19999,3-1- A2=.:c+ 8,7 j/ 
(2) 20001,9 + >l8==iz: -1-15,2 y 

20002,9 + ^4=2;-}- 19,82/ 
20004,0 + A5 = ^ -f 26,2 «/. 

Die Aufstellung der Normalgleichungen wird mit den großen 
Zahlenwerten der l sehr unbequem; wir führen deshalb nach (1) 
Näherungswerte für die Unbekannten ein, indem wir setzen: 

X = 20000 -I- i 

e/ = 0,2 -1-1?, 

wobei der Ausdehnungskoeffizient gleich rd. 0,00001 angenommen 
ist. WeAlen diese Werte in die Fehlergleichungen (2) einge- 
setzt, so gehen die letzteren über in 
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A,= + 2,4 + g+ 8,1 V 
A, = + 1,1 + 6 + 15,2ij 
A,- + l,l + S+19,8ij 

Ab» + 1,2 + 1 + 26,2 ij. 

Die Nonnalgleiehungen hierzu sind 

+ 5,0|+ 73,4i?+ 8,80 = 
+ 73,4| + 1397,5i? + 99,57 = 

und hiermit werden die Verbesserungen der Unbekannten 

I 2,68 1? = + 0,0696. 

Die Unbekannten selbst erhalten die Werte 

iB = 19997,32 mm 

y = 0,270, 

und die Lauge des Meßbandes ist für eine beliebige Temperatur t 
in Millimetern ^ _ 19997,32 + 0,27^. 

b) Eine andere Vereinfachung der Zablenrechnung ist in 
denjenigen Fällen möglich, in denen eine Unbekannte in allen 
Fehlergleichungen denselben Koeffizienten hat. Ist z. B. in 
den Fehlergleichungen (1) § 139, S. 341 a^ =- a, = 6% • • = a^ = a, 
so ist nach (3) desselben Paragraphen 

(3) a[A]-0 oder [A] «= 0. 

Mithin gibt die Summe der Fehlergleichungen (1) § 139 S. 341 

« — [q + nax + [b]y + [c] z 

für diesen besonderen Fall ein bequemes Hilfsmittel zur Elimi- 
nation der Unbekannten z. Wird die Gleichung 

(4) = + -^ — aic — ^^w — ^^ 

zu allen Fehlergleichungeu hinzugefügt^ so ergeben sich die 
reduzierten Fehlergleichungen 

^.— ('.-^V(».-'^')»+(^-?)' 

die nur noch die Unbekannten y und z enthalten. 
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Wenden wir dies auf das yoretehende Beispiel an^ so ist 
zu den ursprünglichen Fehlergleichungen (2) die Gleichung 

(6) - 20001,26 « -- a? - 14,7 y 

hinzuzufügen. Die reduzierten Fehlergleichungen sind dann 

Ai « + 3,1- 11,2 y 
A,- + 2,0- 6,0y 
As = -0,6+ 0,5 y 
A, = -l,6+ 5,1 y 
A5 = -2,7 + 11,5 y. 

Als einzige Normalgleichung ergibt sich hieraus 

319,95 y - 86,23 = 
und 

y - + 0,2695. 

Zur Berechnung von x dient die Summengleichong (6), 
aus der wir finden 

X = 19997,30. 

§ 141. Nicht lineare FeUerglelehnngen. 

Bisher wurde angenommen, daß lineare Funktionen der 
Unbekannten gemessen seien. Indem wir nun die Ausgleichung 
vermittelnder Beobachtungen verallgemeinem, gehen wir zu be- 
liebigen Funktionen der Unbekannten über. Bezeichnen wir 
die gemessenen Werte dieser Funktionen mit Z, so ergeben 
sich die Fehlergleichungen 

A + ^1 = /i (^7 Vy ») 

4 + ^2 = /i {^7 y, ^) 

(1) : 

Ln + K-^ fn i^y Vy ^)- 

Um diese Gleichungen in eine lineare Form zu bringen, 
führen wir Näherungswerte x^ y^ z^ der Unbekannten ein, indem 
wir setzen 

x^x^ + l 

(2) y « yo + »? 

^ — ^0 + ?• 
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Hiermit gehen die Fehlergleichungen über; in 

L^ + K'-fi K + S, 2/0 + n, v+ " 

^ + ^2 == /i (^a + I; 2/0 + ^> ^0 + S) 

« 

^n + ^« == /*« (^0 + S, yo + ^; ^0 + Ö- ' 

Die rechte Seite jeder dieser Gleichungen entwickeln wir 
nach Taylors Satz in eine Reihe, die wir aber unter der Voraus- 
setzung, daß die Näherungswerte nur noch wenig von den 
endgültigen Werten abweichen, auf die Glieder erster Ordnung 
beschränken. Es ist somit 

Um zu einfacheren Bezeichnungen zu gelangen, setzen wir 

(4) • -J^i + fi (^0? yoy ^0) = - h 

und 

und erhalten dann die linearen Fehlergleichungen 

h^ — ?i + (^il + hn + c^l 

« 
^n = - ^n + Öt„ S + «>„ '»y + Cn 5, 

auf die die Methode der kleinsten Quadrate angewendet werden 
kann. Wenn sich nach der Ausgleichung zeigen sollte, daß die 
Verbesserungen | ri\i, Werte erhalten, deren höhere Potenzen 
nicht zu vernachlässigen sind, so ist die Ausgleichung unter 
Einführung der neuen Näherurigswerte x^ = % + S? ^o' "^^ J'o + Vy 
£q ~ ^0 + S zu wiederholen. 

Um eine Gesamtprobe für die Richtigkeit der Ausgleichung 
zu erhalten, berechnet man nach der Auflösung der Normal- 
gleichungen die Werte der Verbesserungen A aus den Glei- 
chungen (6) und setzt diese, sowie die Unbekannten in die ur- 
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ßprüDglichen Fehlergleichungen q 
(1) ein, die von ihnen erfüllt 
werden müssen. 

Beispiel, Zur Bestimmung 
der Koordinaten des Punktes Ä 
in Fig. 226 nach der Methode 
des Yorwärtsabschneidens sind 
auf den vier gegebenen Punk- 
ten 6r, Jf, B und K vier Winkel 
gemessen worden. Die Messungs- 
ergebnisse sind 




^^-^..^ 




Fig. 2S6. 



ij = 66« 44' 01,2" 
ig = 81 05 25,4 
X, = 42 29 16,8 



i^ = 27 58 24,1. 
Gegeben sind die Koordinaten der vier Festpunkte 



G 

M 

B 

K 



y = + 2574,607 
y - + 5099,477 
y = + 6851,732 
y = + 3387,987 



X 9818,958 

X 9885,262 

x = - 12421,398 
ic = _ 13549,155. 



Die gemessenen und verbesserten Winkel sind nun als 
Funktionen der unbekannten Koordinaten x und] y des Neu- 
punktes A darzustellen. Indem wir die verbesserten Winkel 
als Differenzen der Richtungswinkel angeben, gelangen wir nach 
Fig. 226 zu den folgenden Fehlergleichungen 



A + ^1 " 



y — y 

arctang ^ 



(7) 



^2 + ^2 ~ — arctang 



-^3 + ^3 = 



arctang 



^4 + ^4 = arctang 



X 
m 


X 

ff 


Vö- 


y 


^6- 


— X 
m 


y» 


-Vö 


X 
m 


% 


Vm 


Vk 



y — y 

+ arctang ^ 



rf arctang 



X 



m 



X. 



— arctang 



— arctang 



X 




X 
9 


y 




y^n 


X 




X 
m 


y 




y» 


X 




*6 


y 




Vk 



X 



X, 



Nach den Gleichungen (2) setzen wir 

x^x^ + l y^y^ + ri 



(8) 
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und bezeichnen den Punkt, der den Näherungskoordinaten x^ 
und yQ entspricht; mit A^, während A für die endgültige Lage 
des Neupunktes vorbehalten bleiben soll. Es ist dann 

3 = -. i arctang ^^lUI^ + arctang ^^^^^^^ 

mg g *^ ^ 

A, = - i, - arctang ^^--f + arctang J>— -J^X^ 

6 m in 1 » 

ij i, + arctang ^^ ~ ^* - arctang ^« ~ ^* + ^ 

m 6 . 6 T^ b 

A4 -^4 + arctang ^"'"'^* - arctang !!^ "" !!* [^ ? • 

Zur Aufstellung der Gleichungen (3) sind die Differential- 
quotienten (5) für jede der vorstehenden Gleichungen zu be- 
rechnen. Für die erste Gleichung ist 

^ — arctang ~ = ; ^ 7-^ ^- = ^—^ 

dx^ ^x^ — x / yp — Vg V {^0 — ^g) ^- 

\x^ — xj 



1 + 

worin 



y 



}2 



gesetzt ist. Ebenso ist 

y^ v 1 1 X X 



7; — arctancT — = H ^ = 4- 



Sollen die Verbesserungen A in Sekunden berechnet werden^ 
so sind die beiden Differentialquotienten noch mit (>" zu multi- 
plizieren. Die erste Fehlergleichung wird dann 

Aj = — Li — arctang -^ -[- arctang 



x — X x^ — x 

mg y 



<U X X 

S2 ^ 6 "T g5 



9 9 

oder auch 



A, = - A - {G,^ + (ö, A) - ^^V^ 9 S + -^V-" 9 n- 

9 9 
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Entsprechend geben die übrigen Fehlergleichnngen 



gt ^ ^ . g, 



K--L, + {K,M) - {K,Jk) - ^^ q" I + ^^(»"ij, 

k k 

womit die J'ehlergleichungen die einfache Form der Glei- 
chungen (6) angenommen haben. 

Für die Zahlenrechnung ermitteln wir durch eine vorläufige 
Berechnung die Näherungskoordinaten 

yo« + 3288,39 x^ 11607,10 

des Neupunktes. Hieraus und aus den Koordinaten der Fest- 
punkte ergeben sich die folgenden Richtungswinkel 



{G,M) == 9P 30' 15,4" {B,Aq) = 282« 52' 20,2" 

((?,^o) - 1580 14' 21,9" Ib,M) =- 325« 21' 31,7" 

(M^B) » 145« 21' 31,7" {K,A^) == 357« 03' 50,8" 

{M,A^) = 226« 26' 49,4" (K.M) « 25« 02' 18,0". 

Bezeichnen wir die Absolutglieder der Fehlergleichungen (9) 

mit — ?i, — 'a; — ?8 ^^^ — h> ^^ ^^^^ °^^* ^^^ vorstehenden 
Richtungswinkeln und den gemessenen Winkeln L von S. 347 

-l, = + 5,3" -k-- 5,3" 
-l,^- 7,7" -1,- + 3,1". 

Die Entfernungen s, die in den Koeffizienten von § und rj 
vorkommen, brauchen nur bis auf einige Meter genau bekannt 
zu sein. Die Berechnung der Koeffizienten, die wieder mit a 
und b bezeichnet werden mögen, erfolgt mit vierstelligen Loga- 
rithmen. Es ergibt sich 



Ol 39,7 


bi - 99,6 


ag •= + 60,0 


6g 57,0 


«j 55,1 


h-- 12,6 


a^ - 5,4 


6^ 106,0. 



350 17- Kapitel. Ansgleichnng vermittelnder Beobachtungen. 

Hiermit erhalten wir die Fehlergleichungen 

Ai = + 5,3 — 39,7 1- 99,6 1? 
no^ i, = - 7,7 + 60,01- 57,0 ij 
^^ Aj 5,3-55,11- 12,6 ij 

A^ = + 3,l- 5,4 1- 106,0 ij, 

und die Normalgleichungen 

, . +8241g+ 1801 1? - 397,12 = 

^ ^ + 1801 S + 24565 fi - 350,80 = 0, 

aus denen sich die Unbekannten 

I = + 0,046 m 1? = + 0,011 m 

ergeben. Die endgültigen Koordinaten des Neupunktes werden 
y = + 3288,401 m x 11607,054 m. 

Zur Ausführung der Schlußprobe erhalten wir aus den 
linearen Fehlergleichungen (10) die Verbesserungen 

A, = + 2,4" As - - 8,0" 
A, = - 5,6" A, = + 1,7" 



und setzen nun alles in die ursprünglichen Fehlergleichungen (7) 
ein. Einer Neurechnung bedürfen nur die letzten Glieder dieser 
Gleichungen, die jetzt die Richtungswinkel der von den Fest- 
punkten nach dem endgültigen Neupunkt gerichteten Strahlen 
darstellen. Wir finden aus den Koordinaten 

(G,Ä) = 158« 14' 18,9" 
(M.Ä) - 226« 26' 51,4" 
(B.Ä) = 282« 52' 22,8" 
{K,Ä) = 357« 03' 52,5". 

Die Einsetzung der gefundenen Zahlen in die Gleichungen (7) 
gibt für die linken und rechten Seiten die folgenden Werte: 

links rechts 

66« 44' 03,6" 66« 44' 03,5" 

81 05 19,8 81 05 19,7 

42 29 08,8 42 29 08,9 

27 58 25,8 27 58 25,5, 

die bis auf geringe Abweichungen übereinstimmen. 
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§ 113. Anflösüng der Normalgleicliungeii. Sumineiiprobe. 

Bei wenigen Normalgleichungcfn ist es gleichgültig, welche 
Auf lösungsmethode angewendet wird. Ist ihre Anzahl jedoch 
groß, so empfiehlt sich ein von C F, Gauß angegebenes Elimi- 
nationsyerfahren, nach dem die Bestimmung der Unbekannten 
in übersichtlicher Form vor sich geht, und das von Stufe zu 
Stufe durch eine durchgreifende Rechenprobe geprüft werden 
kann. Aus den Fehlergleichudgen 

^i^ — k + aj^x + b^y + c^/s 

^•n == - ^n + ö« ^ + &« 2/ + C„ ^ 

geht ein System von drei Normalgleichungen 

[aa] X + [ah] y + \ac\ z — \aT\ == 
(2) [a6] X + [&6] y + \hd\ z - [hl] = 

\ac\ X + \bc\ y + \cc\ z — \cX\ = 

hervor. Es wird nun die erste Normalgleichung mit dem 
Paktor — ^ — ^ multipliziert und zur zweiten Gleichung hinzu- 
gefügt, woraus sich ergibt 



Hierauf wird die erste Gleichung mit dem Faktor — 



\ac] 



\a(i\ 

multipliziert und zur dritten Gleichung hinzugefügt, womit diese 
übergeht in 

Zur einfacheren Bezeichnung der Koeffizienten setzen wir 



(3) 



und erhalten 

(4) 



\hh • 1] y + [6c • 1] ^ - [&M] = 
[6c- 1] y + [cc- 1] « - [cM] =. 0. 
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Diese Gleichungen bezeichnet man als die einmal reduzierten 
Normalgleichungen. 

Wenden wir dasselbe Verfahren zur Elimination der Un- 
bekannten y an, indem wir die erste der Gleichungen (4) mit 

dem Faktor — l,^ J multiplizieren und zur zweiten hinzu- 

fügen, so ergibt sich die zweimal reduzierte Normalgleichung 

die in einfacher Bezeichnung der Koeffizienten 

(5) [cc-2']z-\cl'2]^0 

lautet. 

Mit dieser Eliminationsmethode läßt sich eine einfache 
ßechenprobe verbinden, die zugleich das Aufstelleu der Normal- 
gleichungen aus den Fehlergleichungen prüft. Wir berechnen 
hierzu die Koeffizientensummen der Fehlergleichungen 

5i =* «1 + 6i + ^1 

(6) «2 ^ »2 + *2 + ^2 

5„ = a^ + 6« + c„ 
und bilden aus ihnen die Summen 

a^s^ + a^s^ + »3^3 H f- a^s^ = \as\ 

^ ^ c^s^ + c^s^ + C383 -j h c^s^ -= lcs\ 

— ^1^1 ^2^2 ^3^3 — • • • — l^s^ = \}s]. 

Diese Werte lassen sich andererseits aus den Normal- 
gleichungen finden. Multiplizieren wir nämlich die Gleichungen (6) 
der Reihe nach mit a^y a^ - - - a^^ und bilden ihre Summe, so 
ergibt sich 

[as] = [aa] + [afc] + [ac] 
und entsprechend 

[hs] = [ab] + [bb] 4- [bc] 
(8) [es] = [ac] + [bc] + [cc] 

- Us] = - [al] - [bl] - [cl]. 

Bilden wir nun die Summe der Normalgleichungen, so 
folgt aus (8), daß die Koeffizienten der Summengleichung gleich 
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den nach den GL (7) berechneten Größen [as], [6s], [es] und 
— [Is] sind. Wir haben also bei der Aufstellung der Normal- 
gleichungen außer den Koeffizienten der letzteren noch die 
Koeffizienten der Summengleichung nach (7) zu berechnen und 
dann die folgenden Gleichungen zusammenzustellen: 

[ad] X + [ah] y + [ac] ss — [al] = 

[ah]x + [bb]y + [bc],^[b^=^0 

^^ [ac] X + [bc] y + [cc] z - [cl] = 



[as] X + [bs] y + [es] z — \ls] = 0. 

Die Rechenprobe besteht darin, daß die Summe der drei ersten 
Gleichungen die letzte, die Summengleichung, ergeben muß. 

Die Abhängigkeit der Summengleichung Ton den Normal- 
gleichungen bleibt auch bei der Reduktion der letzteren bestehen. 

r T 

Multiplizieren wir nämlich die erste Normalgleichung mit — ^ — ^ 
imd addieren sie zur Summengleichung, so erhalten wir 

oder mit einfacheren Bezeichnungen 

(11) [6s- 1] y^[cs'\]z- [Zs. 1] = 0. 

Es ist aber 

[6«.l]^[fes]-f^g-^ = [a6]+[66]+[6c]-[f^]([aa]+[a6]+[ac]) 

*- ^ \a(i\ • L J \f^^ 

oder 

[6s- 1] = [66.1] + [6c- 1]. 

Ebenso läßt sich zeigen, daß 

[cs.l]= [6c.l] + [cc.l] 
-[is.l] = -[5M]-[d-l] 

ist. Wenn also nach (10) bezw. (11) die einmal reduzierte 
Summengleichung gebildet wird, so stimmt 'diese mit der 
Summe der einmal reduzierten Normalgleichungen überein. Wir 
erhalten somit die folgende Zusammenstellung 

Eggert, 0«odä8i6. 2S 
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(12) 



[bb'l] y + [6c- 1] Ä - [iM] = 
[bc-1] y + [cc- 1] « — [cM] = 



[fts- 1] y + [cs-l]g- [Is . 1] = 0. 

Dieselbe Probe läßt sich nun aucb auf die mehrfach reduzierten 
Normalgleichungen anwenden. Im vorliegenden Falle multipli- 
zieren wir die erste 61. (12) mit — L. j und addieren sie 
zur Summengleichung, woraus sich ergibt 

(13) ([« . .1 - fiijMr-') ' - (['»• 1] - '-lä^) - 0- 

Diese zweimal reduzierte Summengleichung ist, wie sich 
dem Vorhergehenden entsprechend leicht zeigen Ulßt, identisch 
mit der zweimal reduzierten Normalgleichung, es müssen 
somit die beiden Gleichungen 

[cc-2]z — [eh2] — 



(14) 
übereinstimmen. 



[€S-2]g-[ls-2] = 



I " 



L, - 121 


52 


21 


i, - 153 


21 


48 


L^ = 147 


11 


56 


h- 65 


57 


24 



§ 143. Beispiel. 

Auf einem Dreieckspunkt wurden zwischen fünf Zielen die 
in Fig. 227 bezeichneten sechs Winkel gemessen. Die Beob- 
achtungen sind 

ii - 34» 28' 24' 



(1) 



Xe- 81 14 23. 

Da zur Bestimmung der fünf 

Richtungen nur vier Winkel- 

messuDgen erforderlich sind^ so 

Fig. 227. ist eine Ausgleichung der sechs 

gemessenen Winkel vor ihrer 
weiteren Verwendung erforderlich. Wir bezeichnen die vier 
ausgeglichenen Winkel zwischen dem Strahl Ä und den Strah- 
len B, C, D und E mit x, y, is und t und erhalten dann die 
Fehlergleichungen 




I 

J 
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Xj + A^ = a; 

A + ^3 = y 

/0\ ^8 + ^3 ~ ^ ^ 

-^6 + ^6 == ^ — ^. 

Zur Erleichterung der Rechnung führen wir Näherungs- 
werte der Unbekannten ein^ indem wir setzen 

X « 34« 28' 24'' + l 



(3) 




y-121 52 21 +1? 








4r=187 49 45 +g 










^-269 04 17 +r 






und erhalten dann 








Ai = 


+ 1 . • • s. 


- + 1 




A,= 


• +1J • • Sj 


= + 1 


(4) 


h- 


:-27-| . +g • s, 







h- 


• — IJ • + T «4 









h = 


• -1? + g • «6 









h- 


,+ 9 . . _g +,; sg 




0. 


Hieraus bilden 


wir die Normalgleichiingen 


und 


die Sammen- 


gleichung 




+ 21 ■• -lg . +27 = 

• +3lJ-lg-lT:+ = 

-l|-li? + 3g + lr-36- 

• -l»?-lg + 2r+ 9 = 


U II ii II 

o o o o 


■ 



+ U + ii? . . . -=o. 

Indem wir hieran die Elimination der Unbekannten an- 
knüpfen, erhalten wir die folgenden Systeme: 

a) Die einmal reduzierten Gleichungen 

-f3i?- lg~lr-f = 

- li? + 2,5g - Ir - 22,5 -» 

— liy- lg+2r+ 9=^0 
+ liy + 0,5g . — 13,5=-0. 

b) Die zweimal reduzierten Gleichungen 

-f 2,17 ?- 1,33 r- 22,5-0 
- 1,33 g -f 1,67 r + 9,0 = 



+ 0,84g -f0,34r- 13,5 = 0, 



23< 
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c) Die dreimal reduzierten Grleichungen 

+ 0,85t -4,79=^0 
+ 0,85r- 4,79 = 0. 

Hieraus ergeben sich die Werte der Unbekannten 

6 = -6,6" g = + 13,8" 
i? = + 6,5 r = + 5,6 

und die der ausgeglichenen Winkel • 

X = 34« 28' 17,4" 
y=121 52 27,5 
z = 187 49 58,8 
^ = 269 04 22,6. 

Um auch noch die Schlußprobe anwenden zu können, die 
die Einführung der Näherungswerte in die Fehlergleichungen 
prüft, berechnen wir die Verbesserungen A und erhalten 

X^ 6,6" A4 0,9" 

A, = + 6,5 A5 = + 7,3 

A3 = — 6,6 ^6 ^°^ "1" ^>^ • 

Werden diese, sowie die Winkel xy z t in die ursprüng- 
lichen Pehlergleichungen (2) eingesetzt, so werden die letzteren 
erfüllt. 

§ 144. Prüfung der Qnadratsumme der Yerbesserungen. 

Eine weitere Rechenprobe läßt erkennen, ob die Quadrat- 
summe der Verbesserungen A durch die Ausgleichung wirklich 
den Minimal wert erreicht hat, denn letzterer läßt sich schon 
vor der Berechnung der einzelnen A ermitteln. 

Wir multiplizieren die Fehlergleichungen 

-^1 == — ifj + dioo + b^y + CiZ 
QN Ag = — Zj -f a^x + b^y + c^z 

K — ^« + o«a? + Ky + <^n^ 

der Reihe nach mit 2^, \- • 1,^ und bilden ihre Summe, woraus 
wir erhalten 

(2) \kX\ [i/] + [aq« + [6i]y + \eT\e . 
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Multiplizieren wir hierauf die Gl. (1) nochmals mit Jl^, Ag 
• • • A„, so gibt ihre Summe 

(3) [AA] = - [A?] + [al]x + [6 A]y + [cX]z . 

Wird die Berechnung der A nach der Methode der klein- 
sten Quadrate ausgeführt^ so ist nach den 61. (3) § 139 S. 341 

[aA] - [6 A]«[cA] = 0, 

folglich ist nach (2) und (3) 

[AA]«-[Ari 
oder 

(4) [AA] = [II] - [aT]x - [bl^y - [cl\z . 

Diese Ol. (4) kann als Rechenprobe dienen^ indem man 
nach ihr den Wert Ton [AA] berechnet und letzteren noch ein- 
mal aus den einzelnen A ermittelt. 

Man kann aber auch die Gl. (4) noch einmal umformen, 
indem man die Unbekannten mit Hilfe der reduzierten Normal- 
gleichungen eliminiert. Nach der ersten Normalgleichung (2) 
§ 142 S. 351 ist 

__ [ab] [ac] [al] 

[aa]^ [aa] * [aa]' 

Wird dies in (4) eingesetzt, so ergibt sich 

oder zusammengezogen 

(5) [AA] = pq-[^'-[6Z.l]y-[cM>. 

Zur Elimination von y benutzen wir die erste Gl. (4) § 142 
S. 361, und haben hiemach 

^ [bb'l]^ "^ [bb'iy 

womit (5) tibergeht in 

oder 

(6) M-[iq-MJ-l|^-[c!.2].. 
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Endlich haben wir nach 61. (5) § 142 S. 352 fOr z den 

Wert 

* ^ [cc • 2] ' 
womit wir erhalten 

(7) [AA] = pq-feS-f^'-3' t"'-]^ 



\aä\ [56 1] \cc 

Wir wenden die Gl. (7) auf das Beispiel von S. 354 an. 
Aus den Fehlergleichungen und den Normalgleichungen ergibt sich 

[«J ^ + 810,00 
-. [«JL' «-364,50 

[ftö-l] "" ^ 

- ^$^ - - 233,29 
-[4^-- 26,98. 



folglich wird [Ail] = + 185,23. 

Aus den einzelnen Werten der A von S. 356 finden wir 

[AA]=» + 184,11, 
es stimmen somit beide Berechnungen genügend gut überein. 

§ 145. Unmittelbare Berechnung der Unbekannten aus 

den FeUergleicliungen. 

Sind die Fehlergleichungen 
Ai = — Zj + 0,^^ + \y + c^z y Koeflf.-Summe == s^ 

gegeben, so bilden wir hieraus die erste Normalgleichung 

(2) — [aZ] + \a(x\x + [a6]y + \ac\z =» 0, Koeflf.-Summe = [a^]. 

Diese Gleichung benutzen wir zur Aufstellui^ einer fingierten 
Fehlergleichung von der Form 

(3) i?i == — \aX\ -\-\aa\x -^ [a6] y + [ac] ;?, 

Koeflf.-Summe = fas] , Gew. = — ^ — ^ , 
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die wir mit den Fehlergleichungen (1) zusammenfassen^ nach- 
dem überall die Glieder mit x gestrichen sind. 

Die erste Normalgleichung der Fehlergleichungen (1) und 

(3) lautet dann 

-(W- I^^f ) + ([W] - 1^^') » + ([!.«] - !^V - » 
mit der KoefiF.-Summe 

L^^J [aa\ 

oder 

(4) -[6Z.l] + [66-l]t/ + [6c.l];8r = 0, Koefif.-Summe = [65.1]. 

Aus (4) bilden wir wieder eine neue fingierte Fehlergleichung 

(5) i;a==~[6M] + [66.1]y + [6c.l]^, KoefiF.-Summe ==[65.1], 

Gew. = - jy^-j^ . 

Streichen wir in den Fehlergleichungen (1), (3) und (5) 
die Glieder mit x und y, und bilden die erste Normalgleichung, 
so wird analog (4) erhalten 

(6) - [cZ-2] + [cc.2] 0^0, Koefif.-Summe « [cs.2] , 

woraus z ermittelt werden kann. Die Gl. (4) und (2) ergeben 
hierauf y und x. 

Während die Koeffizienten der Normalgleichungen oder der 
fingierten Fehlergleichungen von Stufe zu Stufe durch die 
Summenglieder geprüft werden, ergibt sich eine Probe für die 
Absolutglieder erst nach der Aufstellung der letzten Normal- 
gleichung (6). Bilden wir nämlich aus den gegebenen und den 
fingierten Fehlergleichungen die Produkte aus den Absolut- 
gliedem, den Koeffizientensummen und den Gewichten, so er- 
gibt sich deren Summe gleich 

L^^J "^ [aa\ "+■ [ftft.l] "' 

was, gleichbedeutend mit — P5-2] ist. Es muß aber nach (14) 
§ 142 S. 354 

(7) -[Z5.2]--[d.2] 

sein; die Probe besteht also darin, daß die oben gebildete 
Summe mit dem Absolutgliede der letzten Normalgleichung 
übereinstimmen muß. 
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Das vorstehende Verfahren der Elimination der Unbe- 
kannten kann übrigens an beliebiger Stelle unterbrochen wer- 
den. So können wir, nachdem die 61. (3) gefunden ist, beide 
Normalgleichungen des neuen Fehlergleichungssystems auf- 
stellen und erhalten, wie leicht einzusehen ist, 

- [bhl] + [bh'l]y + [bC'l]z^O 

- [chl] + [bC'l]y + [€C'l]z^ 0, 

also das System der einmal reduzierten Normalgleichungen. Be- 
sonders einfach wird die Elimination einer Unbekannten, wenn 
sie in allen Fehlergleichungen den Koeffizienten 1 hat. Ist 
z. B. in den Gl. (1) a^ ==*« ag = • • • = a„ = 1, so ist die erste 
Normalgleichung 

(2*) ^m + nx + [b]y + [c]js^O 

und die erste fingierte Fehlergleichung wird 

(3*) r, ^^[l-] + nx + [b]y + [cj^er. Gew. = -i. 

Dieses Verfahren der Elimination einer Unbekannten ist 
unter dem Namen SchreiberBche Regel bekannt. 

Wir wenden die vorstehende Methode auf die Fehler- 
gleichungen des § 143 S. 355 an. Es ist 

K- + g . . . 5i=- + l 
Ag « • + iy • 
As = -27-1 . +i . 

h= • -n+i • 

A, = + 9 • • -i + T 

Hieraas bilden wir der Reihe nach die obigen Gleichungen 
(2) — (6), zu denen, da vier Unbekannte Torliegen, noch zwei 
weitere Gleichungen hinzukommen. Wir erhalten 

1) +27+21 • -lg- =0,[as] = + l 

v, = + 27(+2|) • -U • ,si = + l, aew. = -i 

2) +3»? -ie-lr = 0, [6s-l] = + l 
t)g= 0(+3i?)-lg-lT, S2 = + l, Gew. \ 

3) - 22,5 + 2,17 g - 1,33t = 0, ' [es • 2] = + 0,84 

»3 = - 22,5 (+ 2,17 1) - l,33r, s^ - + 0,83, Gew. ^ 

4) - 4,79 + 0,85r = 0, [ds • 3] = + 0,84 . 



h = 


+ 1 


«8 = 





«4- 





«5-= 





«6 = 


0. 
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Zur Prüfung des Absolutgliedes der letzten Gleichung wird 
für alle neun Fehlergleichungen das Produkt aus dem Absolut- 
gliede, der Eoef&zientensumme und dem Gewicht gebildet und 
als Summe dieser Produkte — 4,79 gefunden, übereinstimmend 
mit dem Absolutgliede der letzten Normalgleichung. Die Un- 
bekannten ergeben sich aus den vorstehenden Gleichungen in 
Übereinstimmung mit den S. 356 gefundenen Werten. 

• 

§ 146. Der mittlere Fehler einer Beobachtung. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers einer Beobachtung 
benutzen wir, wie es bereits im § 12 S. 29 geschehen ist, die 
Quadratsumme der Verbesserungen L Wir gehen hierzu von 
w Fehlergleichungen 

^1 ■=• — ^1 + »1^ + hy + ^1^ 
/jN Aj « — Zj + a^x + i^y + c^/s 

mit drei Unbekannten aus, aus denen wir nach der Reduktion 
der Normalgleichimgen die folgenden drei Endgleichungen er- 
halten:^) 

.[ab] [ac] _ [al] _ 

^"^[äaJ^'T' [^] ^- [äa] ""**! 

_ [cl'2] __ 
[cc-2] 3 

Die drei Größen w^, w^, u^, die von den Beobachtungen ab- 
hängen, sind zur Vereinfachung der Bezeichnungen eingeführt. 

Hieraus ergeben sich die Unbekannten 

(3) y=-w2~[5ft-:i]^8 



1) Vgl. F. B. Helmert, Zur Ableitung der Formel von C. F. Gauß 
fclr den mittleren Beobachtangsfehler und ihrer Genauigkeit. Sitzungs- 
berichte der Kgl. Pr. Ak. d. WissenBchaften. 1904. XXX. 



«*8 
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die wir in die Fehlergleichungen (1) einsetzen. Die erste Fehler- 
gleichnng geht hiermit über in 

Setzen wir 

t>i — ai p^-^ = 6i 

[aaj 

(4) ci-ax [-j -cx 



SO wird 



^» - ^' [ft-ftTf] = Ci > 



Aj = — Z^ + 0^1% + ft^Wj + c'/wj 
und entsprechend 

^2 =- — Zj + ötgWi + 63^2 + ^8 ^8 
/gx A3 =» — Zj + 0^8% + &3«^2 + ^i'^^S 

Wir bezeichnen die den wahren Werten der Beobachtungen 
entsprechenden Werte von Mj, u^ und u^ mit C/j, CTg ^^^ ^s* 
Werden diese in die Gleichungen (5) eingesetzt, so gehen die 
Verbesserungen A in die wahren Fehler b der Beobachtungen 
über. Wir erhalten somit 

«1 = — ?i + «1 üi + h[ Ü2 + 61 C/j 

(6) f 2 =' — ^2 + 0^2 C^i + *2 C/j, + ^2 C^8 

imd aus (5) und (6) 

(7) h'^h + <^%{^i — Ui) + 62(^2 — ^2) + ^i'K — C3) 

Da es erlaubt ist, in die Fehlergleichungen (1) beliebige andere 
Unbekannte einzuführen, so können an ihrer Stelle auch die 
Gleichungen (5) der Ausgleichung unterworfen werden. Aus 
den hierbei gefundenen Werten von w^, u^y W3 können dann 
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nach (2) die Unbekannten Xj t/, z berechnet werden. Ebenso 
können aber auch aus den Gl. (7), die durch Transformation der 
Pehlergleichungen (5) entstanden sind, Normalgleichungen auf- 
gestellt werden. Vorher sollen jedoch noch ein paar wichtige 
Beziehungen zwischen den Koeffizienten abgeleitet werden. 
Es ist 

oder 

[a6'] « 0. 
Ebenso finden wir 
(9,\ t«c"] - 

^ ' [6'c'T = 0. 

unter Berücksichtigung dieser Beziehungen lauten die Nor- 
malgleichungen zu den Fehlergleichungen (7) 

[««](«!— üi) + [as\ =0 
(9) [&'&'] (Mj - Dj) + [6'«] = 

[c"c"] («3 - ü,) + \c"b-\ = 0. 

Quadrieren wir die Gleichungen (7) und bilden ihre Summe, so 
ergibt sich mit Rücksicht auf (8): 

[A A] = [£«] + [aa-\ K - U,y + [6'6'] («,- ü^f + [c"c"] («,- ü,)» 
+2[a£](Mi- üi)+2[6'6j («,- CT,) -\-2[c"a-\{u^-U,). 

Hieraus eliminieren wir die Unbekannten mit Hilfe der Normal- 
gleichungen (9) und erhalten 

(10) M-["]-[^-^:S-;-Si:j3;- 

Die Glieder rechter Hand lassen sich nicht zahlenmäßig 
berechnen, jedoch ist es möglich, Durchschnittswerte anzugeben, 
die sie bei unendlich vielen Fällen annehmen würden. 

Die Durchschnittswerte der einzelnen e^ sind gleich ft*, 
folglich ist für das erste Glied der Durchschnittswert nft^ zu 
setzen. 

Im zweiten Gliede ist 

\aBY^a\6\ + a\B\ H h olUI + 2aj a^e^e^ + 2a^a^B^£^ + • • 
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Die Durchsclinittswerte der quadratischen Glieder sind hierin 
alii^y al^^y . . .; die der übrigen sind bei Voranssetzung eines 
geraden Fehlergesetzes gleich Null. Ebenso ergeben sich die 
Durchschnittswerte von [Vs]^ und [c'bY zu [ft'i']^/** bzw. [c"c"]|tt*, 
und die Gleichung (10) geht hiermit über in 

oder 

Für m Unbekannte würde die Entwicklung geben 



1 



[Ul 



(11) ft 

Die bereits in § 12 S. 30 gefundene GL (5) ist in der 
vorstehenden Gleichung als spezieller Fall enthalten. 

§ 147. Ermittlung der genauesten Werte 

der Unbekannten. 

Nachdem wir die Methode der kleinsten Quadrate als be- 
quemes Ausgleichungsprinzip kennen gelernt haben ^ das nach 
dem Bisherigen ohne Zweifel günstige Werte der Unbekannten 
liefert, wollen wir die Aufgabe behandeln, aus den Beobach- 
tungen die genatiesten Werte der Unbekannten zu finden, d. h. 
diejenigen, die die kleinsten mittleren Fehler haben. 

Wir gehen von den Fehlergleichungen 

(1) -^2+^2 = /i(^>y;^) 

Ln+ K- fni^y y> ^) 

aus, in denen die L die Beobachtungen, die k deren Verbesse- 
rungen und die f{x, y, 0) beliebige Funktionen der Unbekannten 
sind. Die Ausgleichung der Beobachtungen gibt uns die Un- 
bekannten als Funktionen der letzteren, so daß wir erhalten 

(2) ^ y = 9)2(ii, Zj...ZJ 

Wir nehmen an, daß Näherungswerte x^y y^, Zq der Unbe- 
kannten bestimmt sind, und berechnen aus den Gl. (1) die ihnen 
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entsprechenden Werte der A, die wir mit — l bezeichnen. Es 
wird dann 

Die Gl. (2) gelten für beliebige Werte der Beobachtungen^ 
sie verlieren deshalb ihre Gültigkeit nicht^ wenn wir die Größen 
L^—\y L^—l^,.,.L^—l^ als Beobachtungen einführen. Für 
diese Beobachtungen werden die Verbesserungen X sämtlich 
gleich Null und die Werte der Unbekannten sind x^y y^, Zq. 
Wir erhalten somit aus (2) 

^0 "^ 9i (-^1 ^hf -^2 "" '2; • • • ^» "~ ü 
(4) 2/o=9'2(A-^i; ^i—kj--I^n—Q 

Unter der Voraussetzung, daß die Näherungswerte der Unbe- 
kannten von ihren endgültigen Werten nur wenig abweichen, 
werden die Größen lifl^'-K J^l^in sein, und wenn wir die 
obigen Funktionen in Reihen entwickeln, so können diese auf 
die Glieder erster Ordnung beschränkt werden. Es wird dann 

^ — ,n rr r T \ ^^1 z ^^17 ^^^ 1 

(5) ,o=^9.(£x;i^2,...i^n)-|5?X-|j^^2 fe ^n 

Setzen wir 

(5*) X — X^^l, y — y^^n^ ^-^^=g 

und 

so ist nach (5) und (2) 

(6) ^ = ^A+M+--- + /J«^n 

Wenden wir die Reihenentwicklung auch auf die Fehler- 
gleichungen (1) an, und bezeichnen die Differentialquotienten 
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der Funktionen f nach Xq, y^ und Zq mit a, b und Cy so ist mit 
Rücksicht auf (3) 

(7) l, l^+a^i + hV + c^t 

m 

Diese Gleichungen gelten auch för die wahren Werte |', t}', ^ 
der Größen |, ij, % und für die wahren Werte V\, ?»...?» der 
Größen 'i, ^«•••^„j jedoch werden dann die Verbesserungen X 
gleich Null. Es ist also 

^j + Ojr + ftjV+Cjr 



= -?; + aJ'+6,V+c„r 



(8) 

und nach (6) 

(9) i?'=ft?j + /32Z2 + -- + ^„?« 

^ = yji + y^U H h y„?i . 

Aus (8) und (9) ergibt sich: 

r = Mr+[6«]V+[c«]r 

(10) V - [aß]^' + imn + [cß]^ 

r = [»y]r+[M^'+Lcy]r. 

Da die Gleichungen (10) für beliebige Werte von |', rf 
und 5' gelten müssen, so müssen die Koeffizienten der drei Un- 
bekannten gleich Null sein. Es bestehen also die neun Glei- 
chungen 

[aa]-l-0 [aß] «0 [ay] -0 
(11) [6a] =0 [6/J]-l = [by] =0 

[ca] =0 [c^] =0 [cy]- 1^0. 

Hieraus folgen unmittelbar drei weitere Beziehungen. Multi- 
plizieren wir nämlich die Gleichungen (7) mit c^i, ofg . . . a^, so 
gibt ihre Summe 

[al] = - [aq + [aa]i + [ba^ri + [cajg, 

woraus wegen (6) und (11) folgt 

[ak] « 0. 
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Ebenso wird gefunden 

(^2) \yX\ = 0. 

Nun kehren wir zu den Gl. (6) zurück und bestimmen die 
Koeffizienten aßy so, daß die mittleren Fehler der drei Unbe- 
kannten I, 71 und ^ möglichst klein werden, wobei jedoch die 
Bedingungsgleichungen (11) erfüllt bleiben müssen. Da die 
Beobachtungen gleich genau angenommen werden sollen, so ist 
nach der Fehlerhäufungsregel (4) § 10 S. 26 

/i2 = ^1 = (c^? + a| + • • • + «?)/i' 
oder 

und ebenso 

(13) ^\^\^^Y. 

worin ft den mittleren Fehler einer Beobachtung bezeichnet. 

Es sind somit die Minima der Größen [aa], |j3/J] und \yy\ 
mit den Nebenbedingungen (11) zu ermitteln. Wir multiplizieren 
die auf « bezüglichen drei Gleichungen (11) mit den unbe- 
stimmten Faktoren — 2 ^j^, — - 2 ^ij, — 2 Q^^ und addieren sie zu 
[aa], so daß die Funktion 

(14) [aa-] ~ 2 (2n([««] - 1) - 2 Q^^\ha-\ - 2 Q,^ica~\ 

zu einem absoluten Minimum zu machen ist. Setzen wir ihre 
partiellen Differentialquotienten nach a^, a^...«^ gleich Null, so 
ergibt sich 

«1 = «1 ^11 + \ ^12 + ^ Öl8 

(15) «2 =" 0^2 ^11 + »2 Qn +<hQiz 

Um die unbestimmten Koeffizienten Q^^y Q^^ ^^^ Qis berechnen 
zu können, multiplizieren wir die Gl. (15) mit a^, a^.-^dn ^^^ 
erhalten mit Rücksicht auf (11) 

1 -= [ad] ^11 + [ah] Q^^ + [ac] ^^ 

und in entsprechender Weise 

/,ßN = [ab] Q,, + [bb] Q,, + [bc] Q,, 

^ ^ 0==[ac]Q,, + [bc-]Q,,+ [cc]Q,,. 
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Sind die 61. (16) aufgelöst^ die Koeffizienten a nach (15) 
berechnet, so geben die 61. (6) und (5*) den Wert von S 
und X, 

Denselben Weg schlagen wir zur Berechnung von y ein. 
Unter Einführung dreier neuer Koeffizienten ist das absolute 
Minimum der Funktion 

(14*) [^/J] - 2 q,, [a^] - 2(2,, ([6^] - 1) ~ 2 ft« [c/S] 

zu suchen, woraus hervorgeht 

(15 *) h = «2 ^21 + \ ^22 + ^2 (?28 

/5n=««Ö21+&n(>22+^«Ö28- 

Zur Bestimmung der Koeffizienten ergibt sich: 

= \aä\ ^21 + [aft] Q^ + [ac] ö^s 
(16*) 1 = [a6] Ö,i + [66] (?,, + [fec] ft3 

= [ac](22i+[6c](23, + [cc](223. 

Endlich erhalten wir für die dritte Unbekannte in analoger 
Weise 

yi = «lÖ31+i!^l^S2+^^8Ä 
(15**) 7^2 == «2 ^81 + ^2 (?82 + ^2 ^88 

und 

= \_aä\ ^31 + [a6] ^3, + lac\ Ö33 

(16**) -= [a6] q,, + [66] 03, + [6t.J q,, 

1 = [ac] ^31 + [6c] Ö33 + [cc]^83. 

Hiermit ist die Aufgabe der Bestimmung der genaicesten 
Werte der Unbekannten gelöst. Es läßt sich jedoch aus den 
gefundenen 61eichungssystemen ein wichtiger Schluß ziehen. 
Multiplizieren wir die öleichungen (15) mit /Ij^A,,.. und bilden 
ihre Summe, so ist mit Rücksicht auf (12) 

= [aA](2,i+[6A](2,,+ [cA](2j3, 

welche 61eichung aber nur dann für beliebige Werte von q^^^ 
Q12 und Q^3 bestehen kann, wenn 

[aX] = 0, [6A] = 0, [ck] = 
ist. Diese drei 61eichungen bilden aber nach § 139 S. 341 die 
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GrundgleichuDgen der Methode der kleinsten Quadrate. Da die 
GL (15*) und (15**) zu demselben Resultat fahren, so ist er- 
wiesen, daß die Methode der kleinsten Quadrate zugleich die 
genauesten Werte der Unbekannten liefert. 

§ 148. Die mittleren Fehler der Unbekannten. 

Nach (13) § 147 S. 367 ist 

(1) ^1 = [cccc'lii^ 

es könnte somit nach der Berechnung der Koeffizienten a der 
mittlere Fehler von x sofort angegeben werden. Da die Unbe- 
kannten jedoch aus den Normalgleichungen berechnet werden, 
also die Größen a kein Interesse bieten, so ist es bequemer, 
[acc] auf andere Weise zu ermitteln. Multiplizieren wir die 
Gl. (15) des vorigen Paragraphen mit a^, a^^^-cc^^, und bilden 
ihre Summe, so wird mit Rücksicht auf (11) 

(2) [««] = Q,, 
und folglich 

(3) (^l=Qii(^'- 
Ebenso finden wir 

und 






Bezeichnen wir mit g^, g^, g^ die Gewichte der drei Unbe- 
kannten, und setzen das Gewicht einer Beobachtung gleich der 
Einheit, so ist nach (5) § 11 S. 29 



«2 f^* 


..2 ^* 


,.2 1"' 


^' 9.' 


**' 9,' 


•"' </. 


und folglich 






(4) 9. g^^, 


1 


^' Q,-> 



Es sind demnach die drei Größen Q^^, (J22? Qss ^^® Gewichts- 
reziproken der Unbekannten, und man bezeichnet die drei Glei- 
chungssysteme (16), (16*) und (16**) des § 147, aus denen sie 
berechnet werden, als Gewichtsgleichungen. Es läßt sich noch 
leicht zeigen, daß Q^^ = Q^, Q^^ = Q^^ usw. ist, was für manche 
Berechnungen von Wichtigkeit ist. 

Eggert, Geodäsie. 24 



370 17. Kapitel. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 

Beispiel. Um die Genauigkeit der in § 138 S. 339 be* 
stimmten Konstanten zweier Meßkeile zu ermitteln^ berechnen 
wir zunächst aus den Fehlergleichungen die Verbesserungen A 
und erhalten in Millimetern 

Aj = + 0,03 A^ = - 0,02 A7 « + 0,04 
Aj=*-0,01 As-- 0,01 A8=~0,04 
X^^ 0,00 Aß^ 0,05 A9- + 0,01. 

Werden die A in Hundertstel- Millimetern ausgedrückt, so wird 
der mittlere Fehler einer Messung 



1 /78 

fi == |/ Y = ± 3,03 Yioo mm. 



Zur Bestimmung der Gewichtsreziproken haben wir die Ge- 
wichtsgleichungen 

9,00 Q,, - 6,90 Q,, = 1 9,00 Q,^ - 6,90 Q,, « 

- 6,90 Q,, + 1534,19 Q,,^0 - 6,90 Q,, + 1534,19 Q,,^l. 

Die Auflösung dieser beiden Gleichungssysteme erfolgt eben- 
falls nach dem Gaußschen Eliminationsverfahren. Sie läßt sich 
unmittelbar mit der der Normalgleichungen verbinden, da nur 
die Absolutglieder von den letzteren abweichen. Als einmal 
reduzierte Gewichtsgleichungen finden wir 

+ 1528,90 Öl, = + 0,767 und + 1528,90 ^^s = 1, 
woraus sich ergibt 

Q^^ = + 0,000 502 Ö22 « + 0,000 654 
ö^^= + 0,111 496. 

Nehmen wir hierzu noch ft = ± 0,0303 mm, so wird 

11^ = 0,3339 fi 11^^ 0,0256 fi 
oder 

11^= ± 0,01 1 mm ft^ = ± 0,000 83. 

Das vollständige Resultat der Ausgleichung ist somit 

« = + 19,727 ± 0,011 mm /J = + 0,19903 ± 0,000 83. 

§ 149. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen 

ungleicher Genauigkeit. 

Anschließend an die Entwicklungen des § 147 nehmen wir 
jetzt an, daß die Beobachtungen nicht gleich genau sind, son- 
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dem die mittleren Fehler ^^^ /ig ... fi„ bzw. die Gewichte g^^^ g^..,g^ 
haben. An die Stelle der Gl. (13) S. 367 treten dann die Glei- 
chungen 

f^l = rl^l + rl^l + '•• + rli^l, 

oder, wenn wir nach (5) § 11 S. 29 

iL U/ IL 

setzen, worin ft der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist, so 
wird 

(1) ,*«=[^y, i^i=[^y, (^''^IfV 

Es sind somit für die Bestimmung der genauesten Werte der 
Unbekannten die Koeffizienten a, ß und y so zu bestimmen, 

daß die Ausdrücke j — 1? \ \ ^°d j ~ 1 Minima werden, wo- 

bei jedoch die Bedingungen (11) § 147 S. 366 berücksichtigt 
werden müssen. 

Analog den Entwicklungen des § 147 erhalten wir die Be- 
dingungen des Minimums von — 

(2) y| ^ ^2 Qn + h Qi2 + ^2 Qin 

ifn 

und zur Berechnung der Koeffizienten Q^^j Q^^ ^^^ Qiz finden wir 

[aagl ^^ + [ahgl Q^^ + [acg] Q^^ = 1 

(3) \alg-\Q,, + \bhg-]Q,,^ilcg-\Q^,^0 

[<^(^9'\Qn+\!>cg]Q^^+\ccg^Q^^ = 0. 

Von Wichtigkeit ist es, das allgemeine Prinzip dieser Aus- 
gleichung festzustellen. Multiplizieren wir dieGl.(2) mit k^yl^-'-Ky 
und berücksichtigen, daß nach (12) § 147 S. 366/367 

ist, so wird 

[aA] = [akg-] Q,, + \hkg-\ Q,, + [cXg] Q,, « 0, 

24* 
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und hieraus folgte da die Gleichung für beliebige Werte der drei 
Größen Q^^, Q^^ und Q^^ gelten muß 

(4) [akg] = 0, \bXg] = 0, [cXg] = 0. 

Die Ausdrücke [aA^], [big] und [clg'\ sind aber, wie die 
Gl. (7) § 147 S. 366 lehren, die halben Differentialquotienten 
der Funktion [Xkg] in bezug auf |, iy, g. Aus den Gleichungen (4) 
geht also hervor, daß bei der vorstehenden Berechnung der 
Unbekannten die Summe der Quadrate der Verbesserungen mul- 
tipliziert mit den Gewichten der Beobachtungen ein Minimum 
wird. Dies ist der verallgemeinerte Grundsatz der Ausgleichung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate. 

§ 150. Znsammenstellnng der Vormeln. 

Die Entwicklung der Gebrauchsformeln bietet nun keine 
Schwierigkeiten mehr, weshalb wir uns auf eine Zusammen- 
stellung derselben beschränken. Es mögen die Pehlergleichungen 

^i^ — li+ «1^ + hy + c^z, Gew. g^ 

(1) ^2 = — ?2 + ^2^ + hy + ^^ yy 9i 

gegeben sein. Die Gl. (4) des vorigen Paragraphen enthalten 
bereits die Normalgleichungen, die wir mit Hilfe der Fehler- 
gleichungen auf die Form 

[aag]x + [ahg]y + [acg]z — - [alg] = 

(2) [abg]x + [bbg]y + [bcg]^ - [big] = 

[acg]x + [bcg]y + [ccg]z — [clg] = 

bringen. Außer den Gl. (3) § 149 S. 371 sind zur Berechnung 
der Gewichtsreziproken noch die beiden entsprechenden Systeme 
aufzustellen, so daß wir im Zusammenhang haben 

[aag] Q^^ + [abg] Q^^ + [acg'\ Q^^ = 1 

(3) \a bg-\ Q,, + [/> bg-\Q,, + \b cg] Q,, = 

[« cg] ^ii + \b cg] Q^^ + [ccg] Q^^ = 

[aag] Q^^ + [abg] Q^^ + [acg] Q^^ =- 

(4) [a bg-] Q,, + [b bg] Q,, + [b cg] Q,, = 1 

[a cg] Q21 +[^cg] ^22 + [ccg] Q^^ - 



§ 150. Znsajnmenstellung der Formeln. 
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(5) 



[abg] Q,, + [llg] Q,, + \bcg-\ Q,, ^ 



Die mittleren Fehler der Unbekannten ergeben sich aus den 
Oleichungen 

Wie die Gl. (2) — (6) zeigen, kann man die Gewichte vernach- 
lässigen, wenn man die Fehlergleichungen (1) der Reihe nach 

mit Yg^, V92"'V9n omltipliziert. Die Ausgleichung ist dann 
anf den Fall des § 139 zurückgeführt, in dem für alle Be- 
obachtnngen das Gewicht Eins vorausgesetzt wurde. Wird mit 
den so umgeformten Fehlergleichungen die Entwicklung des 
§ 146 noch einmal durchgeführt, so ergibt sich für den mitt- 
leren Fehler der auf die Gewichtseinheit reduzierten Beobach- 
tungen der Ausdruck 



(7) 



/** = 



[i-i-g] 



n 



m 



Beispiel. Zur Bestimmung der Höhen von vier Nivellements- 
punkten X, Yy Z und T sind von den Festpunkten A und B 
aus die in Fig. 228 dargestellten Nivellementszüge gemessen, bei 
denen die Pfeile die Bichtung der Steigung angeben. Die ge- 
messenen Höhenunterschiede L und die 
Zuglängen e sind 



L^ = 18,917 m 


e^ = 2,4 kr 


L, = 8,010 „ 


6,-2,8 „ 


ij - 10,895 „ 


^3-4,6 „ 


i,- 20,574 „ 


e^ — 3,7 „ 


L, = 9,682 „ 


^5 = 5,2 „ 


L, - 15,573 „ 


^6 ^y^ » 


i,= 5,889 „ 


67—3,6 „ 


Xs- 17,485,, 


^8 ^y^ yy 


-^9"~ 1,933 „ 


^ " ^y^ yy 




Gegeben sind die Höhen der beiden Festpunkte A und B 

H^ = 76,372, H, = 104,965. 

Bezeichnen wir die zu berechnenden Höhen der Neupunkte mit 
Xy ff, z und iy so erhalten wir die folgenden Fehlergleichungen 
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L^ + X^^Hf^ — y 

Ls + h = ^ — y 

Lt + 1^ = z — Hf, 

Zur Vereinfachung der Rechnung führen wir Näherungswerte 
der Unbekannten ein, indem wir setzen: 

x^ 84,382 + 1 
y= 95,289 + 7? 
= 110,854 + g 
t = 112,774 + r. 

Die Gewichte der Nivellementszüge sind nach S. 203 um- 
gekehrt proportional den Längen. Setzen wir das Gewicht eines 
Zuges von 10 km Länge gleich der Einheit, so sind die Ge- 
wichte 



10 



10 

9i = - usw. 



Hiermit können wir die Fehlergleichungen und ihre Gewichte 
angeben. Es ist 



A,= ■ +t] . ■ 


9r = 4,2 


Sl= + 1 


A,= + 1 • • • 


9i = 3,6 


s,= + l 


A,= + 12-| + i? • • 


^8 = 2,2 


s,= 


^4=+ 9-1 • . • 


9, = 2,7 


s,= -l 


A5 6 • r) ■ • 


96 = 1,9 


%=-l 


h— 8 • rj + t ■ 


96 - 1 J 


Se= 


A,= . ■ +£ • 


9, = 2,8 


s,- + l 


Ag= • — IJ • +T 


98 = 1,6 


«8= 


Ag = -13 • . -§ + T 


9, = 2,4 


Sg— 0. 



Zugleich sind auch die Koeffizientensummen 5 für die Summen- 
proben beigefügt. 

Die Aufstellung und Auflösuog der Normalgleichungen und 
Gewichtsgleichungen geht aus der folgenden Tabelle hervor. 



§ 160. Zusammenstellang der Formeln. 
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+ 8,5|— 2,2?j —50,7 =0 

— 2,2 g + 11,6 7] — 1,7 e— 1,6t + 61,4 =-0 

. — 1,7 7] + 6,9 r— 2,4 r + 17,6 =0 

— l,6?j — 2,4^ + 4,0 t — 31,2 =0 



1 







1 







1 







1 



+ 6,3g+ 6,1 7] + 2,8 f + 0,0 T — 12,9 =0 



+ 11,0 ?j — 1,7 ^ — 1,6 T + 38,28 = 

— 1,7 1] + 6,9 t — 2,4 r + 17,60 == 

— 1,6 7] — 2,4 t + 4,0 r — 31,20 = 



+ 0,26 





1 






1 







1 



+ 7,7 7J + 2,8 t • +24,68 — 


+ 0,26 


1 


1 1 


+ 6,6 t — 2,6 T + 23,62 — 
— 2,6 t + 3,8 r — 25,63 — 


+ 0,04 
+ 0,04 


+ 0,16 
+ 0,15 


1 ' 

; 1 


+ 4,0 t+ 1,2 t— 2,11 — 


+ 0,08 


+ 0,30 +1,00 +1,00 


+ 2,8 r — 16,37 = 


+ 0,06 


+ 0,21 


+ 0,39 +1,00 



+ 2,8 T — 16,37 = I + 0,06 I + 0,21 1 + 0,39 j + 1,00 

Es ergibt sich 

|=+5,25 <?!,=+ 0,125 

rj 2,76 e,,=+ 0,029 ^„=+0,111 

g 1,23 (^„=+0,014 (^„ = +0,052 <2„=+0,208 

r=+5,85 (2i4-+0,021 <2,^=+0,075 <2j,=+0,139 <?«=0,357, 

und für die unbekannten erhalten wir 



X = 84,387 
y = 95,286 



= 110,853 
t = 112,780. 



Zur Berechnung der mittleren Fehler bestimmen wir aus 
den Fehlergleichungen die Verbesserungen X und finden 

Ai 2,8 A^= + 3,8 A, = — 1,2 

Ag = + 8,6 

Ä9 == o,y 



A3- + 5,2 A5- 


-3,2 


A,-+4,0 Ae- 


65 


nnd hieraus 




... l/[^^^J 1 


/502 



als mittieren Fehler eines gemessenen Nivellementszuges von 
10 km Länge. Für einen Zug von 1 km Länge ist folglich 

1^1 '^ ± 3,16 ™^- 
Ferner erhalten wir 



^^=.YÖ,i2öfi - + 3,54 mm 
fiy = yÖÄn^ = ±3,33 „ 



fi^ = )/Ö,208 [i^± 4,56 mm 
|ii, = yö;357> = + 5,98 „ 
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§151. Äqnlyalente Fehlergleichnngen. Mittlerer Fehler 

einer Funktion der Unbekannten. 

Wenn zwei verschiedene Systeme von Fehlergleichuiigen 
auf dieselben Normalgleichungen führen^ so ergeben sich aus 
beiden Systemen dieselben Werte der Unbekannten und ihrer 
Gewichte. Nach Helmert bezeichnet man solche Systeme als 
äquivalente Fehlergleiehungen. Wir betrachten hierzu das System 
der reduzierten Normalgleichungen in der Form (2) § 146 
S. 361 



. [ab] , \ac] 
^ * [aa]^ [aa] 



(1) 



worm 



ifi = r - 



"2 




,[bc-l] 


%- 




^; 


[al] 
[ad]' 


^2 = 


[bl 1] [cl'2] 
[bb-iy ^'8 [cc-2] 



ist. Sehen wir die Größen u als Beobachtungen mit den Ge- 
wichten [aa], [fe&l], [^^-2], und die Gl. (1) als Fehlerglei- 
chungen an, so ergeben sich die folgenden Normalgleichungen: 

[aa]x + lab]y + [ac]z -— [ai] = 

(2) [ah]x + [bb]y + [bc]z - [bl] = 

[a€]x + [bc]y + [cc]z — [cl] = 0, 

also dieselben, die aus den ursprünglichen Fehlergleichungen 
hervorgehen. Es ist somit das fingierte System (l) den ur- 
sprünglichen Fehlergleichungen äquivalent. Die fingierten Be- 
obachtungen Wi>2, ^a siiid unabhängig voneinander und können 
mit anderen Beobachtungen zuss^mmen einer neuen Ausgleichung 
unterworfen werden, durch die sie die Verbesserungen v^, v^, v^ 
erhalten. Für diesen Zweck stellen wir die Gleichungen noch 

einmal zusammen 

, , [(f'b] , [ac] ^ TT 

^'i=-^*i + ^+[^32/+ [^] ^^ Gew.i?,= [aa] 

(3) v,==-u^ +y + pTIj^ '' i>2=[^&-l] 
v^=^-u^ +0 „ i>3= [cc-2]. 

Wir benutzen die äquivalenten Fehlergleichungen (1), um 
den mittleren Fehler einer beliebigen Funktion 

(4) F = fix, y, z) 
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der Unbekannten Xy y, js zu berechnen. Die Unbekannten sind 
Funktionen der Beobachtungen Z, die deshalb in (4) eingeführt 
werden müßten; bequemer ist es jedoch, die fingierten Beobach- 
tungen «*!, ^27 ^8 ^^ benutzen, die die ursprünglichen vollständig 
ersetzen. Wir erhalten dann 

und da die Beobachtungen u voneiDander unabhängig sind, so 
ist nach der Fehlerhäufungsregel 

Aus den Gleichungen (1) ergibt sich: 

^-^1 [aar^ \[aa] [aa][bh-l])^'^ 

(6) y-u,- f J-J-'f] u. 

Setzen wir 

^^^ 'dx^-^^y at/~^2? dz~~-^^^ 



so ist 



dx ^1' dy 2? ^z 

dF dFcx ^ 

= ^1 






dF__^ ([ac\ __ [a5][6c-l]\ _ ^ [hc-1] 

Entsprechend den Koeffizienten der reduzierten Normal- 
gleichungen und den reduzierten Koeffizienten (4) § 146 S. 362 
setzen wir 

und erhalten dann 

und aus (5) 

W t^/ - \[aa] + [bb-l] + [cc.2] I'* • 
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Der Klammerausdruck in (8) ist zugleich die Gewichts- 
reziproke von F, Für die Anwendung dieser wichtigen Formel 
hat man die Differentialquotienten F^, F^, F^ nach (7) zu bilden 
und diese bei der Reduktion der Normalgleichungen miizuführen^ 
wie es in dem Beispiel § 150 mit den Absolutgliedem der Ge- 
wichtsgleichungen geschah. 



18. Kapitel. 

Ansgleichnng bedingter Beobachtnngen. 

§ 153. Umwandlung der Fehler gleichungen In 

Bedlngungsglelchnngen. 

Die Fehlergleichungen 

^1 = ^1 + «1^ + \y + c^ss 

(r\ Ag == — ?2 + «2^ + \y + ^^ 

lassen sich in eine andere Form bringen, indem man die Un- 
bekannten Xy y, z eliminiert. Werden z. B. aus den ersten drei 
Fehlergleichungen die Unbekannten durch ?i + A^, ^2+^2 ^^^ 
\ + ^3 ausgedrückt und hierauf in die übrigen Gleichungen ein- 
gesetzt, so ergeben sich n — 3 Gleichungen von der Form 

(2) &i'Ä+ A,) + 62(^2 + ^2) + • • • + «'«(?,+ AJ = 0, 

also w — 3 Bedingungsglekhungen, die von den ausgeglichenen 
Beobachtungen streng erfüllt werden müssen. Eine ganze Reihe 
von Aufgaben führt unmittelbar auf derartige Bedinguugsglei- 
chungen, und wenn man auch in jedem Falle durch Umkehrung 
der vorstehenden Elimination beliebige Unbekannte einführen 
kann, die die Bedingungsgleichungen in Fehlergleichungen um- 
wandeln, so ist es doch meistens bequemer, die Bedingungs- 
gleichungen unmittelbar der Ausgleichung zu unterwerfen. In- 
dem wir die Aufgabe verallgemeinem, nehmen wir an, daß von 
den ausgeglichenen Beobachtungen r nicht lineare Bedingungs- 
gleichungen erfüllt werden sollen. 
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§ 153. Bedingte Beobachtungen. 

Die r Bedingangsgleichungen 

in denen r < w ist, müssen von den Verbessemngen A erfüllt 
werden, während gleichzeitig [AA] ein Minimum wird. Bevor 
wir an die Ermittlung der X gehen, suchen wir die Gl. (1) 
durch Entwicklung nach Taylors Satz in eine lineare Form zu 
bringen. Es ist 

Setzen wir 

so ist 

a^Ai + a^Aa H h a„A„ + w;^ = 

.gx 6i Ai + 62^2 + • • • + fe„ A„ + «<^2 = 

Ci Ai + C2 A3 H ^- c„ A„ + w;8 = 

Zur Bestimmung derjenigen Werte der A, die die Quadrat- 
summe [AA] mit Rücksicht auf die Gl. (3) zu einem Minimum 
machen, multiplizieren wir die letzteren mit unbestimmten 
Koeffizienten — 2^^, — 2^2 • • • und addieren sie zu [AA], Wir 
beschränken uns hierbei der Einfachheit wegen auf drei Be- 
dingungsgleichungen und erhalten die Funktion 

[AA] — 2kl (a^Ai + a^Ag H h a^K + ^1) 

- 2k^ (61 Ai + 6,A2 + . . • + KK + ^2) 

— 2^3 (CjAi + c^Aj H h c^X^ + w^, 

deren absolutes Minimum zu suchen ist. Hierzu finden wir 
die Gleichungen 
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2Ai - 2Jc^a^ - 2*361 — 2*3^ = 

^ Aq ^ tC^ Cl>2 ^ 1^9 Oa ^ A/o Cq ^= U 



oder 



(4) 



2A„ - 2h,a„ - 2Jc,h„ - 2k,e„ = 



die als Korrelatengleichungen bezeichnet werden. Die Bedin- 
gungsgleichungen (3) geben nach Elimination der Verbesserungen X 
mit Hilfe der Eorrelateugleichungen die Normalgleichungen 

[aa] \ + [ah] Jc^ + [ac] fcg + ^i = 
(5) [ah] Je, + [bb] 1c^ + [bc] k^+w^^O 

[ac] Äj + [bc] k^ + [cc] k^ + w^ = 0. 

Bei der zahlenmäßigen Lösung der Aufgabe , werden aus 
den Bedingungsgleichungen unmittelbar die Normalgleichungen 
aufgestellt; aus diesen die Korrelaten k berechnet und dann mit 
Hilfe der Korrelatengleichungen die k ermittelt. 

§ 154. Beispiel. 

j^i^:^'^ / \ Die Höhenunterschiede der vier 

i^^^^-..^/ ^ Dreieckspunkte A, B, C,D (Fig. 229) 

1 / "\ \ sollen durch trigonometrische Höhen- 

L / \v^^ \ messung bestimmt werden. Hierzu 

1/ ^ ^^nX sind die in der Fig. 229 bezeichneten 

sieben Zenitdistanzen gemessen. Die 

Fig. 239. _ _ , . . j. T 

Messungsergebnisse, sowie die Loga- 
rithmen der Entfernungen und die 
letzteren selbst sind die folgenden: 



«, - 87« 


52' 20" 


log Si - 3,06831 


s, -1170 m 


4^2-89 


31 48 


log s, — 3,20531 


Sj - 1604 


^,-89 


25 00 


log Sj - 3,26396 


«3 = 1836 


^4-90 


35 41 


log «4 - 3,26396 


s^ - 1836 


^5-89 


27 52 


log «5 = 3,41539 


«5 = 2602 


^, = 90 


14 26 


log «6 - 3,11962 


Sg = 1317 


^7 -91 


Ol 06 


log s, - 3,23099 


s, - 1702 J 



§ 164. Beispiel. 381 

Zur Berechnung des Höhenunterschiedes zweier Punkte haben 
wir nach (7) § 96 S. 227 

Ä = s cotang z + 0,0686 (0^ 

wobei das Korrektionsglied in Metern erhalten wird. Fügen 
wir zu den gemessenen ZenitdistaDzen z die Verbesserungen X 
hinzu ^ so sollen die aus den y erbesserten Zenitdistanzen be- 
rechneten Höhenunterschiede die folgenden Bedingungsgleichungen 
erfüllen: 

«5 cotang {z^ + A5) + «7 cotang {z^ + A7) — s^ cotang (ig + Ag) 

^ cotang (^3 + A3) — ^ cotang {z^ + Aj + S5 cotang {z^ + A5) 

— «1 cotang (z^ + X^^ + r (sl — «f) = 

«1 cotang (;eri + A^) + s^ cotang {z^ + A^) — s^ cotang {z^ + Ag) 

+ r (5! + 5? - si) = 0. 

Hierin ist der Koeffizient 0,0685 = r gesetzt worden. Da die 

Punkte B und C durch gegenseitige Zenitdistanzen verbunden 

sind, so ist in die zweite Gleichung das arithmetische Mittel 

der beiden Höhenunterschiede eingeführt worden. 

Werden diese Gleichungen nach (2) § 153 S. 379 linear 

gemacht, so ergibt sich, da 

d {s cotang z) 8 

dz ßin* z 

ist, 

«5 cotang Zr^ + s^ cotang z^ — Sg cotang Zq + r (55 + sf — st) 

OtL. » Oll ^ , Sa 



^»---jl 1 ; J -« - ; =rr 

Q sm* z^ ^ Q sin* 2;^ ^ ' 9 Bin* z^^ ® 



«. . s, 



-^ cotang ;er3 — _* cotang z^ + «5 cotang z^ — 5^ cotang z^ + r {sl — sf) 

?• 2 I _ ** 3 -^» 1 j *i A = 

Q Sin* ifg '^ p sin* i?4 * Q sin* ^^5 ° p sm* äTj ^ 

«1 cotang ^^1 + «7 cotang jer^ — «2 cotang z^ + r {s\ + sf — 4) 



*i _ _ ji !7_. 1 j *« X =0 

■n * »1 /> am* ^ • ' /i am* c. • 



^ sm* ^Tj * Q Sin* j?y • ■ 9 Sin' ^r^ 

Die Verbesserungen A sollen hierbei in Minuten berechnet 
werdeo. 

Zur Aufstellung der Koeffizienten berechnen wir für die 
sieben Messungen zunächst die folgenden Größen 
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8 cotang z 


f s* 


8 






Q sin* z 


1 


+ 43,48 


+ 0,09 


+ 0,341 


2 


+ 13,16 


+ 0,18 


+ 0,467 


3 


+ 18,70 


--0,23 


+ 0,634 


4 


19,06 


--0,23 


+ 0,534 


6 


+ 24,33 


--0,46 


+ 0,757 


6 


— 6,63 


--0,12 


+ 0,383 


7 


— 80,26 


+ 0,20 


-t- 0,496 



womit wir die Bedingnngsgleichungen erhalten 

- 0,757 A5 - 0,495 k^ + 0,383 X« + 0,14 = 

- 0,267 A3 + 0,267 X^ - 0,757 A5 + 0,341 A^ + 0,10 - 

- 0,341 Ai - 0,495 ^^ + 0,467 Aj + 0,17 = 

oder geordnet und nach Multiplikation mit 10, wodurch die 
Zahlenrechnung übersichtlicher wird, 

— 7,67 ig + 8,83 Xe — 4,961, + 1,40=0 
+ 3,41X1 • — 2,67 Xg + 2,67;^ — 7,67 Xß - +1,00=0 

— 3,41^1 + 4,67 Xj . . —4,961, +1,70 = 0. 

Die Normalgleichungen sind 

+ 96,5 k^ + 57,3 Ic^ + 24,5 k^ + 1,40 = 
+ 57,3 \ + 83,2 ^2 - 11,6 i» + 1,00 = 
+ 24,5 fci - 11,6 k^ + 57,9 k^ + 1,70 = 



+ 49,1 k^ - 26,2 Äs + 0,17 ^ 
- 26,2 ^2 + 51,7 k^ + 1,35 = 

+ 37,0 ^3 + 1,44 = 0, 



woraus wir finden 
\^ + 0,0096 



tC^ — 



0,0241 Äs = - 0,0389 



und 



A^ = + 0,050' = + 3,0 
Ag = - 0,181 = - 10,9 
A3 = + 0,064 = + 3,8 



^5 = + 0,110' = + 6,6" 
Aß = + 0,037 = + 2,2 

A^ = + 0,145 = + 8,7 . 
A4 = - 0,064 = - 8,8 

Die ausgeglichenen Zenitdistanzen sowie die endgültigen 
Höhenunterschiede sind dann 



r 
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e^ - 87» 52' 


23" 


Äi =- + 43,56 


;?, = 89 31 


37 


h, = + 13,43 


;?j=i89 25 


04 


Äj — + 18,84 


^^-90 35 


37 


h^ 18,84 


;?5-89 27 


59 


h, = + 24,70 


^g = 90 14 


28 


K-- 5,42 


^, = 91 Ol 


15 


h, - 30,13, 



wodurch die Bedingungsgleichiingen bis auf kleine durdhi Ab- 
rundung entstandene Ungenauigkeiten erfüllt werden. 

Eine einfachere Lösung der Aufgabe wird im § 157 S. 389 
behandelt werden. 



§ 155. Mittlerer Fehler einher Beobachtung. Bechenprobe, 

Wenn r Bedingungsgleichungen zwischen n Verbesserungen X 
vorliegen, so können r Verbesserungen durch die übrigen aus- 
gedrückt werden. Wir bezeichnen die letzteren mit x^y, z - » - u, 
und erhalten dann die folgenden Gleichungen 

Ai = — ii + aiX + h[y + c[z + - * - p[u 



(1) 



Ir = — ^r + «r^: + Ky + CrZ + ' ' ' PrU 

Ar+1 = + X ' 

Ar+2= • +y ' 

m 

An = • • • • • • + W. 

Es ergeben sich somit n Fehlergleichungen mit n — r Un- 
bekannten. Der mittlere Fehler einer Beobachtung ist folglich 
nach (11) § 146 S. 364 

^ — r n — (w — r) 
oder 



(2) .-±yM- 



Multiplizieren wir die Korrelatengleichungen (4) § 153 
S. 380 bzw. mit Aj, Ag • • • A^ so gibt ihre Summe 

[AA] = [aX] 7ci + [6A] 7cj + [cA] Äj. 
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Andererseits erhalten wir aus den Bedingungsgleichungen (3) 
desselben Paragraphen durch Multiplikation mit \y k^ und k^ 
und Summierung 

[aX] k^ + [&A] ^2 + • • • + Iwk'] = 0, 
folglich ist 
(3) \_Xk\=.-\_wkl 

wodurch wir eine Probe für die Ausgleichung erhalten. 

Die Aufstellung und Auflösung der Normalgleichungen 
wird durch die Summenprobe wie bei der Ausgleichimg ver- 
mittelnder Beobachtungen geprüft. Eine Schlußprobe endlich, 
die auch das Linearmachen der Bedingungsgleichungen prüft, 
erhält man durch Einsetzen der Verbesserungen in die ursprüng- 
lichen nicht linearen Bedingungsgleichungen (1) § 153 S. 379. 

Wir führen die Berechnung des mittleren Fehlers nach 
61. (2) und die Rechenprobe nach Gl. (3) für das Beispiel des 
vorhergehenden Paragraphen aus. 

Es ist 

k\ = 9,0 

AI = 118,1 

Ai= 14,4 

AJ== 14,4 

A|== 43,6 

AI == 4,8 

Af= 75,7 



— w^Te^ • 

— Wfk^ • 


60»- 
60« = 
60» = 


- 48,4 
+ 86,8 
+ 23«,1 


- [wk] ■ 


60»- 

, 280 

51 


+ 276,5 
-93,3 



[kk] = 280,0 ^ = ± 9,6". 

Da in [AA] die Verbesserungen in Sekunden eingeführt wurden, 
so mußten die Größen w und k mit 60 multipliziert werden. 
Die Probe stimmt mit Rücksicht auf die verwendete Rechen- 
schärfe genügend gut. 

§ 156. Mittlerer Fehler einer Funktion der aus- 
geglichenen Beobachtungen. 

Die durch die Ausgleichung widerspruchsfrei gemachten 
Beobachtungen bilden nicht den Endzweck der Messungen, 
sondern werden zur Berechnung von Unbekannten, z. B. Dreiecks- 
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Seiten^ Punktkoordinaten usw. benutzt. Es interessiert nun; mit 
welcher Genauigkeit diese Unbekannten gefunden werden, Wir 
nehmen an^ es sei eine beliebige Funktion 

(1) F^F{k + i„l, + X,,-.-l„ + X„) 

der ausgeglichenen Beobachtungen zu berechnen, und wollen 
den mittleren Fehler von F bestimmen. Da die Verbesserungen A 
mit Hilfe der Normalgleichungen aus den Beobachtungen l be- 
rechnet werden, so sind die Variabein der obigen Funktion nicht 
unabhängig voneinander, weshalb die Fehlerhäufungsregel nicht 
auf (1) unmittelbar anwendbar ist. 

Nach Taylors Satz ist unter Weglassung der Glieder zweiter 
und höherer Ordnung ♦ 

F^F(l„ ?2, . . . Q + ^ X, + -^ A3 + . . . + ^^ A„, 

oder in kürzerer Bezeichnung 

(2) F^Fik,l,.-. l„) + F,l, +F,X, + ..- + FJ„. 

Setzen wir an die Stelle der Verbesserungen X die wahren Fehler 
der Beobachtungen, so erhalten wir den wahren Wert F' der 
Funktion^ und es ist 

F' = F{\, k---l„) + F,a, + F,B, + .-- + F„B„, 

und der wahre Fehler des berechneten Wertes der Funktion ist 

s, = F,e, + F,B, + --- + F„s„ -F,X,-F,X, FJ„ 

oder 

(3) s, - [Fe] - [FXl 

Die wahren Fehler der Beobachtungen müssen die Be- 
dingungsgleichungen (3) § 153, S. 379 ebenso erfüllen, wie die 
Verbesserungen A, mithin ist 

[as] = — w^ 
[be] ^ — w^ 

und die Normalgleichungen (5) § 153, S. 380 werden 

[aal \ + [öt&] Ä2 + [^^] ^3 "" [^^] = 

(4) \ah] \ + [66] \ + {bc] k, ~ [bs] ^ 

[ac] \ + [6c] k^ + \cc\ k^ — \cs\ = 0. 

Eggert, Geodäsie. 25 
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Die Auflösung der NormalgleicliuDgeii nach der Gaußschen 
Methode gibt analog (6) § 151, S. 377 

''i L'^'^-' [aa][&&.l] \[aa] [aa] [65.iy [cc.2] 
W; '^^a — [55 . i] [55.1] [cc-2] 

'^s [cc.2]* 

Aus den Korrelatengleichungen (4) § 153, S. 380 erhalten 
wir nach Substitution der vorstehenden Werte der k und Mul- 
tiplikation mit F^, F^ ' • F„ 

worin 

[hF. 1] = [bF] - [aF] [J^], [cF. 1] = [cF] - laF] ^^, 

[cF.2]==[cF]-[bF.l]^^^^ 

gesetzt ist. Es wird mithin 

(7) .,= IF.] - laFi fc| - [»f .l]!|i^ - IcF.n i^^. 

In die beiden letzten Glieder rechter Hand führen wir 
nach (4) § 146, S. 362 die reduzierten Koeffizienten 6', c', c" ein. 
Es ist 

[b's] = [be] - [as] [«-^], [6'6T = [bb] - [ab] [^^^ 

oder 

(8) [&'£]== [6£.l] [6'6']==[66.1] 

und ebenso 

[c's] = [CE'2] [c'c'] « [cc.2]. 

Folglich wird 

(9) ., = [Fe] - [aF] [^] - [bF 1] -^^^^ - [cF.2] ^g.| • 

Zerlegen wir diesen Ausdruck in einzelne Glieder, die mit 
hf ^2 ' ' ' ^n multipliziert sind, und bezeichnen den Koeffizienten 
von e^ mit J.,., so ist 

(10) ^, = i.,_^a,-ft-36;-[i^c;' 
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und 

(11) £/ -Ah + -^2^2 + • • ' A^n' 

Wenn wir die Gleichung (11) quadrieren und für die 
einzelnen Glieder Durchschnittswerte unendlich vieler Fälle ein- 
führen, so ist derjenige von s} gleich /ij; die von if, el - ' - el 
sind gleich fi^ und die der Produkte f^fg? ^i^s * * ' sind gleich 
Null. Es wird demnach 

. (12) (i} = [ÄA]ti,\ 

Nach Gl. (10) wird mit Rücksicht auf (8) 

[ä1] = [FF] - ^' _ Iglll* - fe^lf" + 2 Iah'] t^^ljj 

' + 2 [ac"] ^'r^¥^} + 2 [VC] ftf#^-|, 

und da nach (8) § 146, S. 363 

\ [aV] = [ac"] = \Vc'] = 

I ist, so wird 

(13) ,.=,.(,^^-£g'-i^^-r-t-j|!). 

I Wenn vor der Ausgleichung die Funktion F und ihr 

I mittlerer Fehler berechnet worden wären, so hätten wir für den 

I letzteren nach der Fehlerhäufungsregel erhalten 

f,*,^fi'[FF]. 

Die Gl. (13) zeigt, in welchem Maße der mittlere Fehler von F 
durch die Ausgleichung verkleinert wird. 

Beispiel. Um die Benutzung der Gl. (13) an einem einfachen 
Beispiel zu zeigen, berechnen wir für die in § 154, S. 380 erfolgte 
Ausgleichung einer trigonometrischen Höhenmessung den mitt- 
leren Fehler des nach der Ausgleichung berechneten Höhen- 
unterschiedes C — D. Es ist 

F^s^ cotang (z^ + X^) + r^, 
folglich wird der Differentialquotient 

JP ?6___ 

^5 Q sin« z^' 

während alle anderen Differentialquotienten gleich Null sind. 
Mit den Zahlenwerten von S. 382 ist 



F, = - 0,757, 



26* 
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mithin erhalten wir 

[FF] = + 0^73 [bF- 1] = + 2,328 [cF-2] = - 0,213. 

[aF] = + 5,730 [cF- 1] 1,455 

[bF] = + 5,730 
[cF] = 

Wir setzen noch Ton S. 382 

[aa]- + 96,5 [66-1] = + 49,1 [cc.2] = + 37,0, 

sowie von S. 384 

fi = +_ 9,6" = + 0,16' 

hinzu nnd erhalten nach der vorstehenden 61. (13) 

<*/ = 0,0256 (0,573 - -^- - -^-^ - -^^) 

oder 

^ = + 0,056 m. 

§ 157. Ausgleichung bedingter Beobachtungen ungleicher 

Genauigkeit« 

In den Bedingungsgleichungen 

a^Aj + 02^2 + • • • + ^nK + «^1 == 

(1) 6iAi + b^X, + . . . + fe„A„ + w^ = 

c^X^ + C2A3 H h c„A„ + «<;3 ^ 

mögen die A Verbesserungen von Beobachtungen sein, die ver- 
schiedene Gewichte ffi, ff2 - ' 9n haben. Soll die Quadratsumme 
[XXg] unter gleichzeitiger Gültigkeit der Gl. (1) ein Minimum 
werden, so sind die partiellen Diflferentialquotienten der Funktion 

[XXg] — 2*1 (a^ Ai + a^X^ H h a^X^ + w^ 

- 2h^ (b,X, + 62A2 + • • • + bj^ + w,) 

— 2h^ {c^X^ + C2A2 H + c^X^ + w^) 

gleich Null zu setzen. Analog den früheren Entwicklungen 
(§ 153, S. 379) finden wir die Korrelatengleichungen 

^i = V K^i + ^^^^ + ^1*3) 

(2) ^'^Jt ^^**i "'" *«'^« "*■ ^^^^ 



K~J («n^l + ^^2 + <^»K) 
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und die Normalgleichungen 

ab 



["] *. + [tJ *. + [f ] *• + «-'-« 

(8) [^] i, + [!^^?] »4 + [^] i. + », - 

[rh + lTh + if]'' + "'-'>■ 

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist 

(4) /t«±l/' 



[U^] 



wobei r die Anzahl der Bedingungsgleichungen bezeichnet. Als 
Kechenprobe erhält man 

(5) [^^fl'] = ~ [«^*], 

und der mittlere Fehler einer Funktion 

der ausgeglichenen Beobachtongen ergibt sich aus 

^ ^ f*/ ** jL <, J r««j p q [--2]) 

worin l^^, l^g • • • 1^„ die Diflferentialquotienten von F nach 

^1; h ' ' ' K bezeichnen. 

Wir benutzen diese Formeln, um das Beispiel von S. 380, 
die Ausgleichung der trigonometrischen Höhenmessung, noch 
einmal zu behandeln. Die Koeffizienten der Bedingungs- 
gleichungen hängen fast nur von den Entfernungen 5 ab, da 
die Zenitdistanzen nahezu gleich 90® sind. Infolgedessen 
können wir eine Vereinfachung der Ausgleichung herbeiführen, 
wenn wir die aus den gemessenen Zenitdistanzen berechneten 
vorläufigen Höhenunterschiede als Messungsgrößen einführen. 

Wir setzen mithin sin* z = 1 und s^ \ = — v^ 



Q 



«2 -' == — 'l^* 



^n 7 = - ^n- 
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Das negative Vorzeichen der v ist notwendig, da die Zenit- 
distanzen und die Höhenunterschiede in entgegengesetztem 
Sinne wachsen. Dies führt aber nur dann zu denselben end- 
gültigen Höhenunterschieden, die die strenge Ausgleichung er- 
gab, wenn den Verbesserungen v die Gewichte — j gegeben 

werden. Wir führen hierbei das arithmetische Mittel der aus 
jöTj und J3^ berechneten Höhenunterschiede ein, dem wir die 
Summe der beiden Einzelgewichte beilegen. Es ergeben sich 
die folgenden Gewichtsreziproken 

^ ^ 1,37 - = 6,75 

1 « 2,56 ^ = 1,74 

9t ' 9t 

i- = 1,70 - = 2,89 

9^ ' 97 ^ 

und die Bedingungsgleichungen werden 

• + «^6 — ^6 + ^7 + 0;14 = 

-V, . +v, + v, . . -1-0,10 = 
+ v^-v^ • . . +t;7 + 0,17=0. 

Hieraus bilden wir die Normalgleichungen 

+ 11,4 Äi -f 6,8 k^ + 2,9 Äg + 0,14 = 
4- 6,8 7ci -f 9,9 k^ - 1,4 k^ + 0,10 = 
+ 2,9 fei - 1,4 k^ + 6,9 feg + 0,17 = 0, 

aus denen wir 

\=^ + 0,0089 ^2 = — 0,0207 feg = — 0,0310 
finden. Mit Hilfe dieser Korrelaten erhalten wir die Ver- 
besserungen 

t;^ = — 0,01 m t'ö = — 0,08 m 

v, = + 0,08 „ i;^ = - 0,02 „ 

t^g = — 0,04 „ v^ = — 0,06 „ 

und die endgültigen Höhenunterschiede 

h^=^ + 43,56 m Ä5 = + 24,71 m 
h,^+ 13,42 „ Äe == - 5,43 „ 

\ = - 18,84 „ Ä7 = - 30,12 „ 

die hinreichend mit den Resultaten der strengen Ausgleichung 
übereinstimmen. 
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Als weiteres Beispiel erwähnen wir die Ausgleichung von 
Nivellementsnetzen, die sich in den meisten Fällen nach be- 
dingten Beobachtungen einfacher durchführen läßt, als nach 
vermittelnden Beobachtungen. Betrachten wir das Nivellements- 
netz von S. 373, so ergeben sich als Bedingungsgleichungen 
zwischen den ausgeglichenen Höhenunterschieden unmittelbar 
die vier Dreiecksabschlüsse. Hierzu ist als fünfte Bedingung 
noch die Forderung zu stellen, daß der Höhenunterschied der 
Festpunkte Ä und B, aus den ausgeglichenen Beobachtungen 
berechnet, gleich dem gegebenen wird. Bezeichnen wir die 
gemessenen Höhenunterschiede mit 2, so erhalten wir die Be- 
dingungsgleichungen 

h + h + h + ^-k-'-6 = o 

k + ^, + k + l^ + H^-H,^0 
und nach Einsetzen der Zahlenwerte von S. 373 

— Ai + ^2 + A3 - 12 = 

' +h — K + ^5 ' ' ' • + 3 = 
. +A5-A8 + A7 . . - 2 = 

+h ' -A8 + Ac, + 21 = 

' + ^2 ' + h —9 = 

^ =5:2,4 2,8 4,6 3,7 5,2 5,8 3,6 6,3 4,2. 

Der Gewichtseinheit entspricht hier der mittlere Fehler eines 
Nivellements von 1 km Länge. 

Die Aufstellung der Normalgleichungen und die Berechnung 
der Verbesserungen, die nun in gewöhnlicher Weise ausgeführt 
werden kann, soll hier nicht weiter erläutert werden. 

19. Kapitel. 

Ausgleichung von Dreiecksnetzen. 

§ 158. Die Winkelsummengleichnngen. 

Die weitestgehende Anwendung findet die Ausgleichung 
bedingter Beobachtungen bei der Berechnung von Dreiecks- 



392 
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netzen. Zwischen den Winkeln eines Dreiecksnetzes bestellt 
eine Anzahl von Bedingungen, die infolge der Messungsfehler 
von den gemessenen Richtungen bzw. Winkeln erst nach Hinzu- 
fügung kleiner Verbesserungen erfüllt werden. Wir setzen 
zunächst voraus, daß auf den einzelnen Dreieckspunkten ent- 
weder volle Richtungssätze oder voneinander unabhängige 
Winkel gemessen sind, und daß nur eine Dreiecksseite be- 
kannt ist. 

Die Bedingungsgleichungen lassen sich in zwei Gruppen 
einteilen: 1. Winkelsummengleichungen, 2. Seitengleichungen. 
Wir betrachten zunächst die Winkelsummengleichungen. 

Es liege ein Dreiecksnetz von der Form des in Fig. 230 
dargestellten vor, in dem auf jeder Station entweder Richtungen 
oder Winkel gemessen sind. Nehmen wir zunächst nur das 




Flg. 280. 



Polygon ABCDEFG ohne Zwischenlinien als vorhanden an, 
so besteht die Bedingung, daß die Summe der Innenwinkel gleich 
5 180® ist. Tritt nun z. B. die Linie AC hinzu, so liefert das 
Dreieck ABC eine zweite Bedingungsgleichung. Sind beide er- 
füllt, so hat auch die Winkelsumme des Polygons ACDEFG 
ihren richtigen Wert. Für jede weiter hinzukommende Linie tritt 
auch eine weitere Bedingungsgleichung hinzu, so daß Fig. 230 
im ganzen acht Bediogungsgleichungen liefert. 

Aus diesen Erwägungen läßt sich leicht die Anzahl der in 
einem Dreiecksnetz vorhandenen Winkelsummengleichungen fest- 
stellen. Ist die Anzahl der Dreieckspunkte gleich p, so sind 
p Linien erforderlich, um diese Punkte zu einem geschlossenen 
Polygon zu verbinden, und dieses Polygon gibt eine Bedingungs- 
gleichung. Da jede weitere Linie ebenfalls eine Gleichung 
liefert, so ist bei l Linien die 
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(1) Anzahl der Winkelsummengleichungen = Z — jo + 1 • 

Sind z. B. in einem Viereck (Fig. 231) auf jeder Station 
zwei Winkel gemessen, so sind die beiden Winkel voneinander 
unabhängig, und es trifft die obige Vor- 
aussetzung zu. Die Ergebnisse der 
Winkelmessung seien die folgenden: 

Zi == 77« 29' 05" Zg = 39<> 05' 12" 

Z, = 77 25 10 ^6 = 41 17 05 

^3 = 12 58 10 «7 «49 06 18 
Z^-50 31 



10 

38 



Z« = 12 07 15. 



'8 




Fig. 281. 



Nach den vorstehenden Betrachtungen 

ergeben sich drei Bedingungen, die die verbesserten Winkel er- 
füllen müssen, 



li.+ ^ + k + ^2 + h + h + k + ^s- 180« 
h + ^i + k + ^e + h + ^i + k + ^s- 180 

?4 + ^4 + ^6 + ^5 + ^6 + ^6 + ^7 + ^7 - 180 

oder nach Einsetzung der Zahlenwerte 

Ai + A2 + As + Ag - 20" = 
(2) Ai+Ae + A, + ^8-17 =0 

^4 + ^15 + ^6 + ^7 + 13 =0. 







0, 



§ 159. Die Seitengleichungen. 

Ein Dreiecksnetz (Fig. 232) vrerde durch ein Polygon ge- 
bildet, dessen sämtliche Eckpunkte mit einem innerhalb oder 
außerhalb liegenden ZentralpunJct 
verbunden sind; die Punkte bilden 
dann ein sog. Zentralsystem. Der 
einfacheren Darstellung wegen 
nehmen wir an, daß nur die in 
der Fig. 232 bezeichneten Winkel 
hfh ' ' ' ^12 gemessen sind, die an- 
scheinend nur eine Summenglei- 
chung zu erfüllen haben. Jedes 
Zentralsystem liefert jedoch außer 

den Winkelsummengleichungen noch eine von den ausgeglichenen 
Winkeln zu erfüllende Bedingungsgleichung anderer Art. 




Fig. 232. 
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Es ist nämlich 

sin (/, + X,) Bin (l^ + AJ 

BG^CG ^^i>? EG^DG '^4^ 

Bin (Zg + Xg) Bin (ig + ^g) 

FG==^EG "^S'i^ AG^FG T (Ai tj^\)- , 
woraus folgt 

sin (?t + X,) sin (Z, + Xg) s in (Z^ + X^") sin (^r+ir) i 
sin (Z, + X,) sin (Z, + i,) sin (Z^ + A«) sin (Z^ + ig) '^ 

Eine solche Bedingungsgleichung wird als Seitengleichung be- 
zeichnet. Meistens enthält ein Dreiecksnetz mehrere Zentral- 
systeme, deren jedes eine Seitengleichung liefert; in nebenstehen- 
der Fig, 233 lassen sich drei Zentral- 
systeme zusammenstellen, z. B. 

EBC, Zentralpunkt D 
ABE, „ C 

ABC, „ D, 

die jedoch auch durch andere ersetzt 

Fig. 2S3. werden können. 

Um die Anzahl der Seitenglei- 
chungen eines Dreiecksnetzes festzustellen, ist zunächst einzusehen, 
daß zur Bestimmung der gegenseitigen Lage von p Punkten 
2p — S Linien erforderlich sind; jede weitere vorhandene Linie 
gibt eine Seitengleichung. Ist mithin die Anzahl der Linien 
gleich Z, so ist die 

(1) Anzahl der Seitengleichungen = Z — 2^ + 3. 

Es braucht jedoch nicht jede Seitengleichung aus einem 
Zentralsystem hervorgegangen zu sein, vielmehr können auch 
andere Gebilde zu Seitengleichungen führen, die dann aber nicht 
immer die obige einfache Gestalt haben. 

Der einfachste Fall eines Zentralsystems ist das Viereck 
mit seinen beiden Diagonalen, für das nach dem vorstehenden 
Ausdruck eine Seitengleichung besteht. Da jeder Eckpunkt als 
Zentralpunkt dienen kann, so sind vier verschiedene Formen der 
Seitengleichung möglich. Nehmen wir z. B. in Fig. 231 S. 393 den 
Punkt C als Zentralpunkt an, so lautet die Seitengleichung 
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(9\ ?^(iL+i« + ^ + ^») gJ P (Ja + ^4 ) ^ (L+^i) ^ 1 

^^) 8in(\+A,)sin(Z,+;,)sin(?,+i, + l3+i,) ■'• 

Zur Linearmachung dieser Gleichung schreiben wir sie zu- 
nächst in logarithmischer Form 

log sin (^7 + Zg + A7 + Ag) + log sin (l^ + k^ + log sin (l^ + A3) 

(3) — log sin (Zi + ;,jl) — log sin (l^ + A7) 

~logsin(Z3 + Z^ + A3 + A,) = 

und erhalten durch Reihenentwicklung der einzelnen Glieder 
unter Beschränkung auf die Glieder erster Ordnung 

log sin (Lj + Zg) + log sin l^ -f log sin l^ — log sin Z^ — log sin Z7 

M M 

— log sin (Z3 + Q + Vi cotang (l, + Z«) A7 + -77 cotang(Z7 + Z«) Ag 

" ST 

H — ;7 cotang ^4^4 H — rr cotang i,^ 77 cotai^ Z^Aj 

(4) ^ » «^ 
77 cotang IjLj tt cotang (Zj + ZJ Aj 

— ^,; cotang (Zj + ZJA4 = 0, 

worin Jf = 0,43429 den Modulus des Logarithmensystems be- 
zeichnet, und die Verbesserungen A in Sekunden gerechnet sind. 
Die Koeffizienten der Verbesserungen A sind die Änderungen 
der Größen log sin Z für 1''; da diese unmittelbar aus den Lo- 
garithmentafeln beim Aufschkgen der log sin Z entnommen wer- 
den können, so braucht man bei der Aufstellung der Seiten- 
gleichung die vorstehende lineare Gleichung gar nicht zu be- 
nutzen, sondern kann von der logarithmischen Gleichung (3) 
ausgehen. Wir führen dies für das Viereck von S. 393 unter 
Anwendung sechsstelliger Logarithmen aus. Es ist 

log sin (Z7 + Zg + A7 -f Ag) = 9,942764 + 1,2 A^ + 1,2 A« 
log sin (Z4 + A4) == 9,887576 -\- 1,8 A^ 

log sin (Za + A3) = 9,989446 - j- 0,4 A ^ 

~~~97819786 ~ 

log sin (Zi -f- Ai) - 9,989556 + 0,5 A^ 

log sin (Z^ + A7) = 9,878470 + 1,8 A, 

log sin (Z3 -f l^ + A3 + A4) = 9,951779 -f MAg-j - 1,1 A4 

"9",819805'. 
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Nach Gl. (3) wird 
(5) - 11) - 0,5 Ai -f 0,4^2 - 1,1A3 + 0,1 X, - Qßl^ + 1,2^8 = 0, 

wobei die Koeffizienten und das Absolutglied in Einheiten der 
sechsten Dezimalstelle des Logarithmus ausgedrückt sind. 

Nunmehr stellen wir die vier Bedingungsgleichungen des 
Vierecks aus (2) § 158, S. 393 und der vorstehenden Gl. (5) 
zusammen: 

Ai + Ag + A3 • + Ag -20 = 

Ai • • • • +K+ ^7 + ^8 -17 = 

• + K +A5 + Ae+ A7 . +13 = 

-0,5Ai + 0,4A2-l,lA3 + 0,7A4 . • - 0,6 A7 + 1,2 Ag- 19 = 0. 

Hieraus ergeben sich die Normalgleichungen 

4Ä:i+ 2Ä-3 . . -20 = 

2\-\- ATc^+ 2Ä-3-fO,lÄ^- 17 = 
. -f 2A:2+ 4Ä'3 + 0,lJt^ + 13 = 
. + 0,1*2 + 0,1*3 + 3,9*^ - 19 = 0, 
und es wird 

\^ + 1,69 fcs - - 6,68 
Ä-3 = + 6,62 Ä:^ = + 4,85. 

Mit Hilfe der Eorrelatengleichungen erhält man die Ver- 
besserungen 

A, = + 5,9" X,^- 6,7" 

A8- + 3,6 Ag = - 0,1 

A3 = — 3,6 ^7 = — 3,0 

A, = - 3,3 Ag = + 14,1 

und hieraus die ausgeglichenen Winkel 

Z, + Ai = 77» 29' 10,9" Zä + Aj = 39» 05' 05,3" 

;j + Aj = 77 25 13,6 ^6 + ^6 = 41 17 04,9 

^8 + ^8 = 12 58 06,4 Z, + A7 = 49 06 15,0 

l^^X^ = 50 31 34,7 Z« + ^8 = 12 07 29,1 . 

Als Bechenprobe benutzen wir die doppelte Berechnung 
der Quadratsumrae [AA]. Es findet sich 

[AA] = 324,3 - [wH] = 325,3, 
und somit 

^=±y«"^^=±9,o". 
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1 ßichtungsmeBaungen. 
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Die Schlußprobe, die auch die KoeiBzienten der Bedioguags- 
gleichungeii prüfb, besteht darin, daß die aiisgeglicheuea Winkel 
in die ursprünglichen Bedingui^sgleichungen eingesetzt werden. 
Die drei WiDkelsummengleichtingen werden bis auf 0,1" erfiillt, 
während die Seitengleichung in der sechBten Stelle der Loga- 
rithmen keine Abweichungen zeigt. 

§ 160. Beispiel: Ausgleichung yod BIchtangsmessungeD. 

Nachdem wir das Wesent- 
liche der Ausgleichung eines Drei- 
eeksnetzes kennen gelernt haben, 
behandeln wir als größeres Bei- 
spiel das auf S. 120—123 be- 
rechnete Dreiecksnetz, nachdem 
dort die Ausgleichungsresultate 
bereits benutzt worden sind. Auf 
jedem der sieben Punkte (Fig. 
234) sind vollständige Richtungs- 
sätze gemessen, deren Mittel wir 
noch einmal zusammenstellen 
und zugleich mit den Verbesse- 
rungen l versehen. 




A 


B 00 00 ■ 
G 62 19 Ol ■ 
F 93 48 35- 


rl. 


E 


l 


00 00 - 

53 18 38 - 
102 68 38 - 




B 


00 00 H 
G 44 24 30 ■ 
A 123 Ol 13 ■ 


\^ 


F 


A 
G 
D 
E 


00 00. 
49 02 48 - 
84 le 09 - 
119 41 07 -, 




C 


D t 00 00 H 
G 1 57 2Ö 39 ■ 
JB |116 16 46- 




a 


A 
B 

'i> 
E 
F 


00 00 ■ 
39 04 19 ' 
IIG 48 36 ■ 
155 16 50 - 
204 29 20- 
260 32 22 - 




F 00 00 - 
F 41 41 22- 
G 81 12 28 - 
C 164 18 43 





Das Netz enthält 13 Linien und 1 Punkte, infolgedessen ist die 
Anzahl der Winkelsummengleichimgen nach (1) § 158, S. 393 
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und die Anzahl der Seitengleichungen nach (1) § 159, S. 394 

?~2i? + 3 = 2. 

Für die Winkelsummengleichungen kommen die 6 Dreiecke 
des Sechsecks ABCDEF und etwa das Dreieck BEF in Be- 
tracht. Die Seitengleichungen gehen aus den beiden Zentral- 
systemen des Netzes hervor, dem Sechseck ABCDEF mit dem 
Zentralpunkt G und dem Viereck DEFG, für das wir den 
Zentralpunkt D annehmen. Die Wahl des Zentralpunktes im 
Viereck ist nicht gleichgültig, da von ihr die Größe der Koeffi- 
zienten in den Seitengleichungen abhängt. Von C. F. Gauß 
ist bereits derjenige Eckpunkt als günstigster Zentralpunkt an- 
gegeben worden, der der größten Dreiecksfläche gegenüberliegt. 
Im vorliegenden Falle trifft dies für den Punkt D zu. 

Die 7 Bedingungsgleichungen sind 

- (^1 + ^) + ih + h) - (h + h) + ih + h) 

- ^4 + h) + ih + h) - (^8 + h) + ih + ^9) 



23 + ^23/ 
18 + ^13) 

u + ^24) 
16 + ^e) 











^25 + ^5) = 
^20 + ^20) 



- (^22 + ^22) + 

- Qi + ^7) + ik + h) - Qu + k,) + 

~ V23 + ^23) + 

- (^10 + ^10) + Ä2 + ^12) - («15 + ^15) + 

- ('24 + ^24) + 

- (Ju + ^14) + (Jl5 + ^15) - iks + U + 

- («25 + ^6) + 

- («10 + ^10) + («11 + ^11) - («14 + ^u) + 

- («19 + A19) + 

- («17 + ^17) + («18 + 'lis) - («26 + ^26) + 

- («2 + ^2) + («8 + A3) « 

sin (Zg — 1^-\-Xq— X^ ) si n (/^ ^l^-^-X^— X^) sin (l^^ — l^^ -f^^^-^x^,) 
sin (Z, —l^-^-X^— X,) ' sin (J, - ^^ + ;i^ — X^) ' sin {l^ - l^ -{- X^ -^ X,) 

. sin ( Z ^e — l^^ + X^q — X^^) ^ sin (Zgp — Z^e -j- X^p — X^g ) 
* sin (Zi2 -- ^,0 + ^12 — ^10) * sin {l^^ — l^^ + X^^ — X^^ 
sin (Zj — /j + :i8 — ^2) 1 



«26 H" ^26) — ^ 

«16 + ^16; 



20 + ^20) 

21 + ^1) 







• 8in(Zi8 — Zi7 +^18 
sm (tjQ ^19 1 ^20 



^19) S^n (^26 ^24 "T ^26 



^24) 



si'i Äe — ^14 + ^16 — ^14) si» A9 — ^18 + ^19 — K%) 



sin (^26 — ^24 + ^26 — ^24) 



= 1. 
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Logarithmieren wir die beiden Seiten gleichungen, so finden 
wir für die Logarithmen der einzelnen Paktoren der ersten 
Gleichung 



Zähler: 




Nenner: 




9,991364 + 0,4 Ag 


- 0,4: h 


9,947204 + 1,1 Aj 


-1,1A, 


9,932389 + 1,3^9 


- 1,3 Ag 


9,844954 + 2,1 Aj • 


-2,1A, 


9,996847 + 0,2^^8 


- 0,2 A,, 


9,925679 + 1,3 Ag • 


- 1,3A, 


9,881584 + l,8ilis 


- 1,8 A,5 


9,994866 + 0,3 A^ ■ 


-0,3A,o 


9,974717 + 0,7 Ago 


- o,u,s 


9,904113 + 1,6 Ajs • 


- 1,6 A,, 


9,717996 + 3,4 Ag 


-3,4As 


9,878087 + 1,9 ;i8- 


- 1,9^17 


9.494897 




9,494903 





und für die der zweiten Gleichung: 



Zähler: 
9,763061 +2,9^20-2,9^19 

9,984413 - 0,5^26 + 0,5 Ag^ 

9,881584 + 1,8^16 - 1,8 A^g 

9,629058 



Nenner: 
9,988909 - 0,5 Ai6 + 0,5 A^^ 

9,760990 + 3,0 Ai9 - 3,0 A^g 

9,879148 + 1,8 Agg - 1,8 A^^^ 

9,629047, 



worauf wir die Koeffizienten und Absolutglieder sämtlicher Be- 
dingungsgleichungen in der Tabelle S. 400/401 zusammenstellen. 



Die Normalgleichungen werden 

-- 2ki + eifcj -— 2k^ ' 

— 2A;, + 6A;^ — 2k^ + 

— 2k^-{- 6A;5 + 

. + 2k, + 2k, + 



— 2ÄV — 2,lk^ ' + 3 

— 0,7Ä;8 . — 6 

. - Z,2ks+ 2,3A:9+ » 



2 kl 
2,7 kl— 



-0,7Ä;, +1 



2k, 
2 k, 
6h 



+ 4,4ä:, 



_ 2 = 



2L 



— 1,7^-8- 0,lk^- 1 = 
+ 0,6Ä:8 + 11,6A;,- 2« 



- 2 h 



. + ek,+ 3,4Ä;8+ S,bk^ . 
7;tj — 3,2Ä;, +4,4A;^ — l,7Ä;ß+ 0,6 ÄJg + 3,4 Ä;^ -f 82,6^8 + 3,7 A;^ — 6 
+ 2,3^^8 • — O,lA:5 + ll,6Ä;0 + 3,5Äv + S,lk^ + 69,Skg-{- 11 















$k^ + l,!^;^ + 8,4Ä;4 + 2,2Ä;ß + 22,2ä;8 + S,\ik^ + 86,4Ä;8 + 90,8^8 +6 = 
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\ 




^Ö ^6 


hj 1 Xg 


K 


^10 ^11 


i.. 


hz 


1 

2 
3 

4 
6 


1 


+^ 




• 

— 1 


— 1 

+ 1 

• 

• 


+ 1 


• • 

• !— 1 

-1 ,+ 1 

' . 

1 • 


• 

+ 1 


• • 

• • 

• ■ 

— 1 

• ■ 


• 
• 

— 1 

+ 1 

• 


• 

+ 1 


6 

7 
8 


+ 1,1 


— I 

-4,6 


+ 1 
+ 8,4 


. 1 . 

1 
f 

+ 2,1'- 2,5 


1 

* * 1 * 

+ 0,4 + 1,3-2,6 


+ 1,3 


-1 +1 , 

+ 0,3 • -0,6 


• 
• 

+ 0,2 


9 


• 


• 1 • 


• 


• • • 


• 1 • • • ■ 


s 


1+0,1 


-4,5 


+ 4,4 


+ M 


-2,6 


+ M 


+ 0,8 - 2,6 


+ 2,8 


- 1,7 + 1,0 


-0,5 


+ 1,2 



Wir übergehen die Reduktion der Normalgleichungen, aus 
der wir erhalten 



Tc^ 0,392 

Äj = + 0,435 
*, 1,326 



li^ 0,943 

Äj . 0,743 

fcg = + 1,620 



k^ 0,192 

Äo =" + 0,060 



"8 



jtg = - 0,377. 



Hiermit finden sich die Verbesserungen 
Ai => + 0,46" Aio = - 0,66" 



ilg = - 0,47 
A, = + 0,01 

l^ 0,31 

Aj = + 0,68 

Ae 0,37 

A, = + 1,40 
ig = - 1,92 
A, = + 0,51 



All = + 1,62 
Ai, = + 0,35 
Ai, = - 1,31 
Ai^ 0,59 

^15 = + 0,67 
Aie = - 0,08 
A„ = + 0,31 



Aj, = + 0,60 
A,o = - 0,17 
A,i = + 0,20 

^22== — 0,83 



if 



''28 



■ + 1,76 

Agi 1,25 

A,5 = + 0,48 
A,g = — 0,36 . 



A18 == - 0,74 

Die zweimalige Berechnung der Quadratsumme [ilA] gibt 
in guter Übereinstimmung 

[AA] - 19,519 - [wh] = 19,512, 

und hieraus finden wir den mittleren Fehler einer Richtungs- 
messung 

M =» ±y^'- = ± 1,47". 

Die berechneten Verbesserungen fügen wir zu den gemessenen 
Richtungen hinzu, ziehen dann aber wieder die erste Richtung 
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K. 


ii. 


^16 


^17 1 ^18 


^19 


^80 


^21 


X„ 


h. 


^24 


1,5 


^26 


w 


• 


• 


• 


• 1 • 


• 


• 


1 


+ 1 


• 


• 


• 


• 


+ 3 


• 


1 • . 




■ 


• 


• 


• 


— 1 


+ 1 


• 


• 


• 


— 6 


• 


• 


• 




■ 


• 


• 


• 






1 


+ 1 


• 


• 


+ 8 


• 


— 1 


+ 1 




• 


• 


• 


• 








— 1 


+ 1 


• 


— 2 


— 1 


+ 1 


• 


• 


— 1 


• 


+ 1 


• 








. 1 


+ 1 


1 


— 1 


m 


— 1 




■ 


-1 :+i 


• 








• • 


• 


2 


• 


m 


• 


— 1 


+ 1 


• • 
1 


+ 1 








■ 


• 


— 1 





+ 1,6 


-3,4 


+ 1,8 


-1,9 


-2,6 


■ !+0,7 


• 








• 


• 


• 


6 


-0,6 


-1,8 


+ 2,3 


• 


+ 8,0 - 5,9;+ 2,9 


• 








+ 2,8i- 1,8 


0,5 


+ 11 


0,9 


-5,2 


+ 6,1 


+ 0,9 


+ 0,4 


— 6,9 


:+5,6 


• 


1 
1 






1+2,3 


-1,8 


I- 0,5 


• 



einer jeden Station von allen Richtungen derselben ab, um die 
erstere auf Null zu reduzieren. Es ergeben sich dann als Re- 
sultat der Ausgleichung die folgenden ausgeglichenen Richtungen: 



Stand 


Ziel 


Richtung ! 


Stand 


Ziel 


Richtung 


A 


B 
G 
F 


Q / // 

00 00 
62 19 00,1 
93 48 34,6 


E 


F 
G 
D 


' " 

00 00 
53 18 39,3 
102 53 38,5 


B 


C 
G 
A 


00 00 
44 24 31,0 
123 Ol 13,1 


F 


A 
G 
D 
E 


00 00 

49 02 47,0 

84 16 09,3 

119 41 06,5 


C- 


D 
G 
B 


00 00 
57 25 35,7 
116 16 45,1 


G 


A 
B 
C 
D 

F 


00 00 
39 04 18,0 
115 48 37,6 
155 16 48,6 
204 29 20,3 
260 32 21,4 


D 


E 
F 
G 

C 


! 00 00 
41 41 24,3 
81 12 29,0 
164 18 42,4 



die für die Berechnung des Dreiecksnetzes in § 54, S. 120 be- 
nutzt worden sind. 



§ 161. Nicht unahhängige Winkelmessungen auf jeder 

Station. 

Bisher wurde vorausgesetzt, daß auf den Dreieckspunkten 
voneinander unabhängige Winkel oder vollständige Richtungs- 
sätze gemessen sind; Messungen anderer Art, wie wir sie bereits 
in dem Beispiel S. 354 kennen gelernt haben, führen zu einer 



Eggert, Geodäsie. 
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Komplikation der Netzausgleichung. Statt der S. 355 ange- 
wendeten Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen 
können wir nach bedingten Beobachtungen ausgleichen und 
erhalten nach Fig. 227, S. 354 die beiden Bedingimgsgleichungen 

(4 + X,) + (^3 + A3) - (ig + X,) -.(4 + A5) « 
(L, + AJ - (L5 + A5) - (Xe + Ae) == 

oder nach Einsetzung der Messungs werte 

^1 + ^8 - A2 - A5 + 27 = 

^4-^5-^6 + 9 = 0. 

Gehört der Stationspunkt einem Dreiecksnetz an, so treten 
die Winkel der vorstehenden Gleichungen auch in den Netz- 
bedingungsgleichungen auf, und es sind deshalb die beiden 
Stationsgleichungen mit den Netzbedingungsgleichungen zusam- 
men auszugleichen. Es ist ersichtlich, daß durch das Hinzutreten 
der Stationsbedingungen die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
und hiermit die Berechnungsarbeit für die Ausgleichung ganz 
wesentlich vermehrt wird. Bessel hat bei seiner Gradmessung 
in Ostpreußen zum ersten Male eine Trennung der Stationsaus- 
gleichung von der Netzausgleichimg vorgenommen, indem er die 
erstere nach vermittelnden Beobachtungen ausführte und die Er- 
gebnisse unter Anwendung eines besonderen Verfahrens in die 
Netzausgleichung einsetzte. Hierdurch erreichte er, daß das 
Resultat der letzteren dasselbe war, das er durch gemeinsame 
Ausgleichung aller Bedingimgsgleichungen erhalten hätte. 

Die Trennung der Netzausgleichung von der Stations- 
ausgleichung wird besonders einfach durch Anwendung von 
Helmerts äquivalenten Beobachtungen. Um dies an dem soeben 
erwähnten Beispiel zu zeigen, entnehmen wir von S. 355/356 
die reduzierten Normalgleichungen 

2| . -l,00e • +27,00 = 

+ 3iy - 1,00g - l,00ir .' =0 

-t- 2,17g- l,33ir- 22,60 = 

+ 0,85r- 4,79 = 0. 

Hieraus erhalten wir nach (3) § 151, S. 376 die äquivalenten 
Fehlergleichungen 
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t?i - + 13,50 + g . - 0,50g . Gew. 2 
v^ = • • + ^ — 0,33g — 0,33ir „3 

Vjj«- 10,37 . . +l,00e-0,61r „ 2,17 
v^=^- 5,64 . . . +l,00r „ 0,85. 

Werden die vier Unbekannten durch die Verbesserungen v 
ausgedrückt, so ergibt sich 

g 6,60 + Vi + 0,50i;3 + 0,30^4 

rj==^+ 6,48 +v^ + 0,33^8 + 0,54^^ 
e = + 13,81 + t;3 + 0,61 1;^ 
r == + 5,64 + t;^, 

und wenn wir statt der Unbekannten |, iy, g und t wieder die 
ursprünglichen unbekannten Winkel x, y, z und t einführen, so 
ist nach S. 355 

X - 34« 28' 17,40" + i;, . + 0,50«;3 + 0,301;^ 
y = 121 52 27,48 -+1^2 + 0,33 i;3 + 0,54^^ 
z = 187 49 58,81 .. • + l,00i;3 + 0,61«;^ 
^ = 269 04 22, 64 . . . -f 1,00 1;^ 

Gewichte: 2,00 3,00 2,17 0,85. 

Hierin sind die Verbesserungen v vollständig unabhängig 
voneinander, es ist deshalb erlaubt, die gefundenen Werte von 
Xy y, z und i und ihre Differenzen in die Netzbedingungs- 
gleichungen einzuführen und die Verbesserungen unter Berück- 
sichtigung der Gewichte nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate zu bestimmen. 



§ 162. UnTolIständige Richtungssätze. 

Das Verfahren des vorstehenden Paragraphen wird auch 
anzuwenden sein, wenn Satzbeobachtungeh mit unvollständigen 
Sätzen vorliegen, in denen aus verschiedenen Gründen nicht alle 
Ziele in jedem Satz anvisiert werden konnten. Es seien z. B. 
vier Sätze zwischen den Zielen Ä, B, C, D gemessen worden: 



Ziel 


1. Satz 

1 


2. Satz 


3. Satz 


4. Satz 




/ // 


/ // 


/ // 


/ // 


A 


00 00 


• • • 


00 00 


00 00 


B 


73 25 Ü8 


00 00 


73 26 42 


• • * • 


C 


■ ■ • 


92 63 49 


166 19 27 


166 19 38 


1 D 


263 06 1& 


• • • 


263 06 26 


263 06 30 



26* 
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Bezeichnen wir die Winkel, die die Strahlen nach J?, C 
und D mit dem Strahl nach A nach der Ausgleichung bilden, 
mit Xy y und jgr, die zwölf Beobachtungen mit i^, L^...L^^ 
und ihre Verbesserungen mit A^, X^'-^isy ^^ sind die Fehler- 
gleichungen 



(1) 



>l2 


- A, ^ - m 


-ii; 


) + X 


i» 


-h~- ih 


-a: 


)+IS 


^5 


-h=- (h 


-i*; 


)-x 


X, 


- ^6 = - (ir 


-L,' 


) + x 


h 


- ^6 - - (4 


-h] 


) + jr 


h 


A« (ig 


-h] 


1 -{-z 


^1 


^10 (iu 


Ao. 


) + y 


^12 


^10 (A» 


Ao; 


\ + s. 



Um diese Fehlergleichungen auf die gewöhnliche Form zu 
bringen, führen wir für die Verbesserungen A^, k^, Ag und A^q 
vier neue Unbekannte ein. Zugleich verwenden wir Näherungs- 
werte der Unbekannten x, y und z zur Vereinfachung der Rech- 
nung. Wir setzen: 

l^ ^u^ x=^ 73<^25'40"H- l 
X^ =u^ y = 166 19 30 + ri 



(2) 



Ag = ^3 



= 263 06 20 + t 



AjQ — u^ 



4; 



und erhalten dann mit Einsetzung der obigen Beobacbtungs^ 
werte die 12 Fehlergleichungen: 



X, = • 


+ 


«1 








A,=+ 2 


+ 


«1 


« 


• 


• 


^8 -+ 2 


+ 


«1 


• 


• 


• 


K- ■ 






+ ^2 






^5 =+ 1 






+ ^2 


• 


• 


V- • 








+ ^8 




l, - 2 








+ W3 


• 


^8 =+ 3 








+ ^8 


• 


^9 -- 5 








+ U^ 


• 


^10 








m 


+ «4 


hl-- .8 


• 


■ 




• 


+ M4 


A« = - 10 


• 






• 


+ .«4 



+ 1 



+ e 



— s +1? 



+ 1 



^-'j 



+ g 



+ n 



+ t- 
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Die Normalgleichungen sind: 

+ 2wg • • — 



+ 31 



+ «1 


— Wg 


+ % 


• 


• 


+ «2 


+ W3 


+ «^4 


+ Wi 


• 


+ % 


+ W4 



« 


+ t 


+ 4-0 


+ 17 


• 


+ 1 =0 


+ *; 


+ e 


-4=0 


+ v 


+ 5 


18 -0 


v 


• 


-1=0 


+ ärj 


• 


4 -0 


• 


+ 3e 


13 -0. 



Von den reduzierten Normalgleichungen interessieren uns 
nur die drei letzten Systeme, die die Unbekannten u^, «j, u, 
und u^ nicht mehr enthalten^ Sie lauten 

+ 1,921 - 0,75i7 - 0,58e - 1,83 = 

- 0,75| + l,92ij - 0,58g + 2,60 = 

- 0,68 g - 0,58 ^? + 2,09 g - 7,33 = 

+ l,63ij- 0,81g +1,79 = 
-0,81»?+ 1,91g -7,88 = 



+ 1,51g -6,98 = 0. 

Sollen die Unbekannten x, y, e noch einer weiteren Aus- 
gleichung, z. B. der Netzausgleichung eines Dreiecksnetzes unter- 
worfen werden, so setzen wir an die Stelle der ursprünglichen 
Fehlergleichungen die. äquivalenten Fehlergleichungen 

«1 = - 0,96 -\-l- 0,39 1? - 0,30 g, Gew. 1,92 

(3) t',= + l,10 • + l,00i2 - 0,60 g „ 1,63 
«,= -4,62 • • + 1,00g „ 1,61, 

aus denen wir erhalten 

I = -I- 2,82 + t?, + 0,39 Vj + 0,50 f, 

(4) |?= + 1,20 • + l,00i;j + 0,60vj 

g= + 4,62 • • + 1,00t;,. 

Gehen wir zu den Unbekannten x, y, z über, so ist nach 

den Gl. (2) 

x= 73 « 25 ' 42,8 " + »1 + 0,39 1-, + 0,50»3 

(5) y = 166 19 31,2 • + l,00f, + 0,60i'j 
;8r = 26306 24,6 _ • _ • + l.OOt;, 

Gewichte: 1,92 1,63 1^1. 
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Diese Werte der Unbekannten können einer beliebigen weiteren 
Ausgleichung unterworfen werden. 



§ 163. Winkelmessungeii in allen Kombinationen 

der Zielpunkte. 

Wir betrachten noch einen besonderen Fall der Winkel- 
messung auf einer Station, in dem alle möglichen Winkel 
zwischen den Zielen gemessen werden. Bei 4 Zielen, wie in 

Fig. 235, sind demnach 6 Winkel 
zu messen. Bezeichnen wir die 
ausgeglichenen Winkel, die der 
erste Strahl mit den übrigen bildet, 
mit Xj t/, z, so haben wir die Fehler- 
gleichungen 

Ai = — Zj + a? 



(1) 



Fig. 235. 




^2 h 


+ y 


m 


^3 ^8 


• • 


+ ^ 


K--h 


— X +y 


• 


h--h 


— X 


-- e 


^g _ — (g 


y 


+ z. 



In den Normalgleichungen behalten wir für die Absolut- 
glieder der Einfachheit wegen die allgemeinen Bezeichnungen 
— [a?], — [6?], — \cT\ bei und finden 

ix-y -z -\al\ =0 
— x + iy — z — [&r| =0 
—■x — y + ^z — \cl\ =0 



(2) 






+ 2a-[ci-2] = 0. 

Hieraus stellen wir die äquivalenten Fehlergleichungen auf 

Vi i[aq -\- X - ^y - \z, Gew. 3 

(3) v, = -l\bl-\-\ +y -^z „ 1 

% ^[c^2] +z ..• 2 

und finden für die Unbekannten die Werte 



!> 
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(4) 



X 


- A + '<:. 


.+ 


i» 


.+ K 


y 


= 4 


+ 


«'s 


+ i^3 


z 


= i, 






+ »8 


Gew.: 3 




% 


2. 



worin fQr die Absolutglieder die einfachen Bezeichnungen i^, 
Z^^ £3 gesetzt sind. 

Um die Winkel x^ y^ z auch in der Netzausgleichung ver- 
folgen zu können^ nehmen wir an, es wären nur zwei Netzbe- 
dingungsgleichungen vorhanden 

Aq + Ä^x + A^y + ^8^ « 

in die wir die Ergebnisse der Stationsausgleichung einsetzen. 
Es ergibt sich, wenn die Absolutglieder mit w^ und iv^ be- 
zeichnet werden 

A^i + (i^i + ^2)^2 + (i^i + i^2 + ^3)^8 + «Ti == 

(6) JB,t;, -f- (i^, + B;)v^ + ( i^, + jJB g + JB3)t;3 + ti^, ^ 

^ I ^- = Gew.-Rezipr. 

Mit einfacherer Bezeichnung der Koeffizienten setzen wir 
hierfür 

(7) /3i 1^1 +^ß^^ + ^t^jrHc^^ 
und erhalten die Normalgleichungen 

wobei 
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ist. Sind die Korrelaten Tc ermittelt, so ergeben sich die Ver- 
besserungen 

und hiermit wird nach (4) 

, x^L^+\{2A, + A, + A;)\+\{2B, + B, + B^)h^ 
(10) y == ia + \{A,+ 2A, + A,)k^+ \{B,+ 2B,^ B,)l^ 
^ = ^3 + i(A + ^2 + 2^3)*! + |(jB, + 5, + 2B,)Tc^, 

Dies sind die endgültigen Werte der drei Winkel, wie sie 
aus der Gesamtausgleichung hervorgehen. 

Zu demselben Resultat gelangen wir jedoch auch auf einem 
zweiten wesentlich kürzeren Wege. Wir nehmen hierzu an, 
daß die Werte L^, L^ und ig, die wir aus der Stationsaus- 
gleichung erhielten, direkt aus vier gemessenen Richtungen als 
deren Differenzen hervorgegangen sind. 

In diesem Falle sind, wenn die Größen L^, L^, L^ in die 
Netzbedingungsgleichungen eingesetzt werden, die Richtungen 
mit den Verbesserungen v[y v^, t?3, vi zu versehen. Die ausge- 
glichenen Winkel sind dann 

.X = L^ + V2 — vi 
(4*) y = L^ + vi — v[ 

g =' Lq'\- vi — vi , 

Die Gewichte der vier Richtungen nehmen wir nicht gleich 
der Einheit an, sondern ermitteln sie aus der Stationsausglei- 
chung. Aus den Normalgleichungen (2) ergibt sich, daß die 
Gewichte der L^ L^y L^ einander gleich und gleich 2 (bei n 

Richtungen -j sind. Infolgedessen müssen wir die Gewicht^ 

der vier Richtungen gleich 4 (bei n Richtungen gleich w) an- 
nehmen. Nun setzen wir die Werte von (4*) in die Bedingungs- 
gleichuugen (5) des Netzes ein, wobei die Widersprüche w die- 
selben sein müssen. Es wird 

— (^1 + J^ + A^vi + A^V2 + Ay^ + A^vi -\-w^ = 
(6*) - {B^ + B,+ B,)vi + B,v; + B^v', + B^vj + w^=^Q 

\ \ \ ^ = Gew.-Rezipr. 
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Bilden wir hieraus die Normalgleichungeii^ so findet sich^ daß 
ihre Koeffizienten identisch mit denen der Normalgleichungen (8) 
sind; es werden mithin auch die Korrelaten Jc^ und i^ dieselben 
Werte wie oben erhalten. Wir berechnen nun noch die Ver- 
besserungen v' und finden 

vi== + iÄ,Jc, + ^B,Jc, 
v^ = + iÄ,k, + iB^Jc, 
vi^ + ^Ä^k^ + \BsJc^y 

womit die endgültigen Werte der Winkel nach (4*) werden 

x = L, + i- (2Ä, + Ä, + Ä,)Jc, + \(2B, + B, + B,)1i', 
(10*) y^L,+ i(A, + 2Ä, + Ä,)\ + i{B, + 2B, + B,)]c, 
0=,L, + i{Ä, + A^+ 2A,)\ + \{B, + B, + 2B,)k,. 

Die einfache Ausgleichung nach Richtungen ergibt somit 
dieselben Resultate^ wie die Ausgleichung der äquivalenten Be- 
obachtungen. Dies läßt sich für eine beliebige Anzahl von Zielen 
in derselben Weise zeigen. 

Es ergibt sich somit der wichtige Satz, daß Winkelmessungen 
in allen Kombinationen zwischen n Zielen nach erfolgter Stations- 
ausgleichung wie ein vollständiger Richtungssatz zu behandeln 
sind, dessen Richtungen das Gewicht n haben. 

§ 164. Tollständige Richtungssätze. 

Es könnte noch die Frage aufgeworfen werden, ob man 
berechtigt ist, das arithmetische Mittel mehrerer vollständiger 
Richtungssätze, das also auch bereits das Ergebnis einer Aus- 
gleichung ist, ohne weiteres in die Netzaüsgleichung einzuführen 
und nochmals auszugleichen. Wir gehen auf diese Frage näher 
ein, weil ihre Beantwortung auch über die Berechnung des 
mittleren Fehlers einer Richtung Aufschluß gibt. 

Wir beschränken uns auf vier Sätze mit vier Zielen und 
führen die Ausgleichung in derselben Weise, wie die unvoll- 
ständiger Sätze (§ 162, S. 403) aus. Hierbei bezeichnen wir 
die Richtungen mit L^j, worin i = 1 ... 4 den Satz, ä; = 0, 1 ... 3 
das Ziel angibt. 
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i — 1 ...4. 



]k^l...S 



Nach (1) § 162, S. 404 werden die Fehlergleicliungen der 
vier Sätze 

A, 1 + \ 1 *~" A, \ ^ ^ 

(1) A,8 + ^i,«— A,o — ho ^ y 

-^i,8+ ^8"" A,0"" ^i,0 =^ ^ 

Setzen wir wieder 

(2) \o=*«*.- (**=l---4), 

so erhalten wir die Normalgleichungen 

+ 4^1 • • ' +x +y +z =[i,^;t"~A,ol 

. +4mj • +a; +y +^ =-[A.*-A,o] 

. +4^3 . +x -\-y +z =[i8,jt--A,o] 

(3) • • • +4w,+ ar+y +^ =-[^^4,^-^40] 

+ ««1 +W2 +^s +^4 +4^ • • ="[Am — A,e] 

+ Wi +W2 +^8 +W4 • +4y • =[A,2^ A,o]h'=l--4 

+ Wi +^2 +^8 +W4 • • +4^ = [i.3— i^^o] 

Die Suiüme der vier ersten Gleichungen gibt nach Division 

durch 4 und Umkehrung der Vorzeichen 

« = 4, *, = 3 

(4) -Wi-W2-W3~^4-^-y-'2r = -l[A,*-A,o] 

* = 1, >6 =8 1 

und hiermit geben die drei letzten Gleichungen (3) 
^x-y -z -+i[AM-A-,o]-i[A,2-A,o]-i[A-,8-A-,o]) 

Die Koeffizienten der Unbekannten sind hierin dieselben, 
wie in den Normalgleichungen (2) § 163, S. 406, es gilt mithin 
auch der Schlußsatz desselben Paragraphen, wonach die aus der 
Ausgleichung ge;fundenen Unbek.annten nach Zerlegung in Rich- 
tungen in der Netzausgleichung von neuem ausgeglichen werden 
können. Die Gewichte der drei Unbekannten sind auch hier 
gleich 2, und die der vier ausgeglichenen Richtungen infolge- 
dessen gleich 4 (bei n Sätzen gleich n). 

Wird die Summe der Gleichungen (5) zu jeder einzelnen 
addiert, so ergibt sich 

(6) y=i[i..,-i,^o] ^ i-1...4 

^ = i[A,8-A-,o] 
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Das Ausgleichungsresultat ist also weiter nichts als das arith- 
metische Mittel der vier Sätze. Hiermit ist die im Anfange 
dieses Paragraphen aufgeworfene Frage im bejahenden Sinne 
beantwortet. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers einer Richtungs- 
messung haben wir aus den Fehlergleichungen (1) 

(7) ^.^^_^^^^«y_-(i.^-i. J i: 

h, S "~ -^i, ^ ^ "■ ( A, 8 ~" ^1, o) 

und aus den vier ersten Normalgleichungen (3) 

Aus (7) und (8) können die 16 Verbesserungen X berechnet 
werden, und da die Anzahl der Unbekannten gleich der Anzahl 
der Sätze plus der Anzahl der Richtungen minus Eins ist, so 
wird der mittlere Fehler im vorliegenden Falle 



(9) 



^=±r^- 



Beispiel: Ausgleichung von vier vollen Richtungssätzen mit 
je fünf Richtungen. 



1 

Ziel 


2 

Satz 1 


3 

S.2 


4 
S.3 


5 

S.4 


6 
Mittel 


7 


8 

S.l 


9 

S.2 


10 

S.8 


11 

S.4 


1 

2 
3 
4 
5 


' " 

00 00 

22 11 45 

74 43 03 

172 41 30 

234 27 30 


00 
58 
15 
25 
35 


00 
70 
00 
38 
40 


00 
43 
10 
51 
23 


/ /r ' 

00 00 

22 11 54 

74 43 07 

172 4136 

234 27 32 


— x 

— t 




— 9 
4 
6 

— 2 




+ 4 
+ 8 
— 11 
+ 3 




+ 16 

•7 

+ 2 

+ 8 



11 

+ 3 

+ 15 

9 


— 21 


+ 4 


+ 19 


— ■ 2 



Aus den vier Sätzen ergeben sich zunächst die vier Unbe- 
kannten X, y, ^ und t. Um die Größen u^ zu finden, berechnen 
wir in den Spalten 8 — 11 die Differenzen der Richtungen jedes 
Satzes und des Mittels. Es findet sich nach (8) 



21 
5 



% = — V = 



= + ! = 



% = 



+ ¥ 



W4=-|- 



-4,2 

+ 0,8 
+ 3,8 
-0,4 



ff 



ft 



tf 



ft 



^1,0 

X 



= x 



2,0 



8,0 
^4,0 
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Dieselben DifiFerenzen geben nach öl. (7) 

X,,, = + 4,8" X,,, = -. 3,2" ^,^=-12^" ^,,,= + 10,6" 

\, = -0,2 X,,,= - 7,2 X,,,= + 10,8 X,,, = - 3,4' 

X,,,= + l,8 X,,3= + ll,8 \,= + 1,8 X^, = -15,4' 

Aj,,=.-2,2 A,,,= - 2,2 X,;,= - 4,2 X,,,= +,8,6. 

Hieraus finden wir 

[XX] = 991,60 
und 



.u = ±V,o-^'£4 = ±1/82,63 = ± 9,1". 



20. Kapitel. 

Koordinaten -Ausgleichung von Dreieckspunkten. 

§ 165. Bttckwärtseinschneiden mit Biclitnngeii. 

Auf einem Neupunkt seien volle Richtungssätze nach mehr 
als drei Festpunkten gemessen. Wir bezeichnen den Neupunkt 
mit P, die Festpunkte mit P^, P2..»P„y die gemessenen Rich- 
tungen mit w^, w^.^.w^ und deren Verbesserungen mit X^^ 
Ag...-^,,. Sind X und y die Koordinaten des Neupunktes, so 
sind die endgültigen Richtungswinkel der Strahlen , 

9>i = arctang ^ -- ^ 

(T« = arctancf ^^^^^^ 

w^ = arctani; " — 

und da die Differenzen dieser Richtungswinkel gleich den Diffe- 
renzen der ausgeglichenen Richtungen sein müssen, so ist 

W2+ X^— w^— X^^- arctang ^* — ^ — arctang ^^ ~" ^ 

(1) w^ + -^3 — ^\ — Ai = arctang ^^ ~ "^ — arctang ^^ ~" ^ 

^n + ^« ~ ^1 "~ ^1 = arctang ^"'"^ ^ -- arctang ^^~ ^ , 
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oder in" anderer Form 

Xj ==: — M?, 4- ^1 + ^1 — arctang — + arctang — ~ 

(2) A, Wj + u,\ + Xi - arctang ^^ + arctang ^5-=^ 

. jL = — te?^ -f «<; + X. — arctang ^~-^ + arctang ^''""^ • 

Die alleti Gleichungen gemeinsamen Glieder, in denen teils 
bekannte, teils unbekannte Größen auftreten, fassen wir zusam- 
men, indem wir setzen 

(3) w^i + Aj - arctang |j^| z, 

wobei z eine neue Unbekannte darstellt. Zugleich hat z aber 
auch eine . geometrische Bedeutung, indem es, wie man aus (3) 
sieht, der Richtungswinkel der Nullrichtung nach der Ausglei- 
chung ist; es kann somit auch als Orientierungsunbekannte der 
gemessenen Richtungen bezeichnet werden. 

. Wir erhalten dann aus (3) und (2) die einfachen Fehler- 
gleichungen 

^1 = - ^1 - ^ + arctang |^| 



(4) ^2= — w^—z-^- arctang - 



Vi — y 



X 



A,= -w;„~^ + arctangj4-|. 

Die Fehlergleichungen (4) werden durch Einführung von 
Näherungswerten der Unbekannten und durch Reihenentwicklung 
linear gemacht. Wir setzen 

iind es wird 
arctang ?'iI^?'A^ = 

Xi Xq g 

= arctang ^J'-J + A arctang f^J | + A arctang ^^Jv 

Die beiden Differentialquotienten ergeben sich leicht analog 
der in § 141, S. 348 ausgeführten Entwicklung. 
Mit den Bezeichnungen 

(4*). *''^*^''8 ||£-|; = <Pi . 
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wird 

/_ arctang ?^^=i^» = + '^ 



/- aretang ?^?'-!^ = _ £?^. 



^/ 



Um die Verbesserungen X in Sekunden auszudrücken^ sind die 
beiden Differentialquotienten noch mit 9" zu multiplizieren, wo- 
mit wir die Koeffizienten 

sinjpj ,, , cosqp} 

erhalten. 

Wir benutzen auch noch für die Unbekannte ^ einen Nähe- 
rungswert, indem wir 

(6) i^-^o + t 

setzen, und 0^ gleich einer der Differenzen ^^ — w annehmen. 
Führen wir noch die Bezeichnungen 

li=^ g)i — wi — Zq 

(7) Zg = 92 — W2 — Zq 

ein, so erhalten wir die endgültigen Fehlergleichungen 

Aj = — Zj — g + aj + 6iiy . 

(8) -^2 = — '2 — ^ + «2^ + \'n 

m 

Man könnte hieraus die drei Normalgleichungen für die 
drei Unbekannten aufstellen. Bequemer ist es aber, zunächst 
nur die erste Normalgleichung zu bilden und diese ^ur Elimi- 
nation von J aus den Fehlergleichungen zu benutzen. Die 
erste Normalgleichung lautet 

oder 

(9) o = + S + ?-W|_[l],. 

Wird diese Gleichung zu allen Fehlergleichungen hinzu- 
gefügt, so fällt g heraus, und es läßt sich leicht einsehen, daß 
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die aus den reduzierten Fehlergleichungen aufgestellten Normal- 
gleichungen mit den einmal reduzierten Normalgleichungen 
des Systems (8) übereinstimmen. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers einer Bichtungs- 
messung haben wir 



(10) (, 



2 _ 



n — 3 



Nachdem aus (9) die Unbekannte ^ und aus den Fehler- 
gleichungen (8) die Verbesserungen A berechnet sind, wird alles 
in die Gl. (4) eingesetzt, wo- 
durch die ganze Berechnung ge- c^ 
prüft wird. 




§ 166. Beispiel. 

Zur Bestimmung eines Neu- J^ \ 

punktes P wurden nach vier fep 

Festpunkten die folgenden Rieh- pig. 236. 

tungen gemessen (Fig. 236) 

Pi : 0« 00' 00" = w, 
Pj: 68 38 14,5 = w;2 
P3:174 08 53,5 = w;3 
P^:266 34 39,5 = w;^. 

Die Koordinaten der vier Festpunkte sind 

yi = + 544,210 m ^i = - 9273,710 m 
y2 = + 2576,849 ar^ = - 7621,093 

^3 = + 4902,644 ^3 = - 8335,019 

y^^ + 8613,630 ^4 == - 10155,493. 

Aus einer vorläufigen Koordinatenberechnung ergaben sich 
für den Neupunkt P die Näherungskoordinaten 

yo = + 3289,2 m x^==- 8791,8 m. 

Wir berechnen zuerst aus den Koordinaten nach Gl. (4*) des 
vorigen Paragraphen die vorläufigen Richtungswinkel 9>i, qP2 • • *, 
und stellen diese mit den gemessenen Richtungen in der nach- 
folgenden Tabelle zusammen. 
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<P' 


w 


qpO — ^ , — i 


a 


b 




/ // 

260 02 33,6 

328 40 49,4 

74 11 33,7 

166 37 04,1 


' " 

00 00 
68 38 14,5 
174 08 53,5 
266 34 89,5 


/ /» 

260 02 33,6 
260 02 34,9 
260 02 40,2 
260 02 24,6 


+ 3,6 

+ 4,9 
+ 10,2 

- 6,4 


72,9 
— 78,2 

+ UM 

+ 34,1 


+ 12,8 

— 128,6 

— 33,5 
+ 143,1 1 



Nachdem die Differenzen g)^ — w berechnet sind, nehmen 
wir den runden Wert 



^0 = 260« 02' 30" 
an und finden dann nach 61. (7) des vorigen Paragraphen die 
Größen — l. Endlich berechnen wir noch nach (5) die Koeffi- 
zienten a und h. 

Hierauf stellen wir die Fehlergleichungen auf, dividieren 
jedoch die Koeffizienten a und h durch 10, indem wir die 
Koordinaten Verbesserungen | und rj in Dezimetern berechnen. 

Es ist 

^1-=+ 3,6 -e~ 7,3 g+ 1,3 1? 

l, = + 4,9 -S~ 7,8 g- 12,9 1? 
A3 = + 10,2-^+11,8 1- 3,4 r? 
A, = - 5,4- S+ 3,4 g + 14,3 1?. 
Die erste Normalgleichung lautet 

= + 13,3-4S + 0,U-0,7,?, 

und wir haben zur Elimination von g 

= -3,3 + g • +0,2i2, 

womit wir die reduzierten FeUergleichungeu erhalten 

Ai = + 0,3- 7,31+ l,bf) 
A, = +l,6- 7,81- 12,7 1? 
As = + 6,9 + 11,81- 3,2 ij 
A4 = -8,7+ 3,4| + 14,5i?. 

Hieraus ergeben sich die beiden Normalgleichungen 
+ 264,9 g+ 99,6 1?+ 37,16 = 
+ 99,6 1 + 384,0 1) - 168,10 = 0. 
Die Unbekannten erhalten die Werte 

I 0,338 dm i? = + 0,525 dm 
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oder 

I = — 0,034 m 1? = + 0,052 m, 

womit die Koordinaten werden 

y^ + 3289,253 m rr - - 8791,834 m. 

Für die Schlußprobe berechnen wir mit Hilfe von | und ri 
aus der Eliminationsgleichung für f den Wert 

und erhalten 

2 = 260« 02' 33,2". 

Endlich finden wir 

Ai = + 3,6" A, - + 1,2" 

Aa =^ — ^y^ '^4 ™™ — ^«O. 

Berechnen wir die endgültigen Richtungswinkel einerseits 
aus den Koordinaten und andererseits aus den verbesserten 
Richtungen und der Orientierungsunbekannten, so ergibt sich: 

<Pi = 2600 02' 36,7" z + w, + X^^ 260<> 02' 36,8" 

92 = 328 40 45,2 z + w^ + k^^ 328 40 45,3 

93= 74 11 28,0 s + w^ + k^= 74 11 27,9 

9^ - 166 37 10,5 ^ + «^4 + ^4== 166 37 10,4. 

Die Übereinstimmung, die durch die Gl. (4) des vorigen 
Paragraphen gefordert wird, ist somit in hinreichendem Maße 
vorhanden. 

Wir berechnen schließlich noch [kX] = 25,45 und erhalten 
hieraus 



.a = ±l/M = + 5'0". 



§ 167. Rflckwärtseinschneiden mit Winkelmessuiigeii. 

Sind auf dem Neupunkt statt der Richtungssätze einzelne 
Winkel gemessen, so ist für jeden derselben eine Fehlergleichung 
aufzustellen, wie es in § 141, S. 347 geschehen ist. Wir können 
aber auch von den Entwicklungen des vorigen Paragraphen 
ausgehen. Betrachten wir jeden Winkel als Differenz zweier 
gemessenen Richtungen, so können wir zunächst für jede Rich- 
tung eine Fehlergleichung bilden. 

Eggert, Geodäsie. 27 
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Ist z. B. der Winkel W2,z zwischen den beiden Festpunkten Pg 
und Pg gemessen, so haben wir nach (4) S. 413 für die beiden 
Riehtungen 



«i?2 + ^a = — ^ + arctang 
ti's + Xg = — 2 + arctang 



Vs — y 



Die Differenz gibt die Fehlergleichung für deji gemessenen 
Winkel 

W2,s + ^2,3 = arctang ~r^'i — arctang l*~l - 

Hieraus folgt aber unter Beibehaltung der früheren Be- 
zeichnungen 

^2,3 = — ^V2,S + (Pa — (P2 + («3 — «2) I + (63 — 62) 1?. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers einer Winkelmessung 
haben wir, da nur zwei Unbekannte vorliegen 



i^-±y 



n — ! 



§ 168. Torwärtsabsclineiden. 

Zur einfachen Bestimmung eines Neupunktes durch Vor- 
wärtsabschneiden genügt, wie wir im § 56, S. 124 gesehen haben, 
die Messung je zweier Richtungen auf zwei Festpunkten, deren 
eine durch den Neupunkt, die andere durch einen weiteren 
Festpunkt geht. Sind auf den Festpunkten mehr als zwei 
Richtungen gemessen, so sind überschüssige Beobachtungen 
vorhanden und es liegt für jeden Festpunkt eine Aufgabe der 
Ausgjeichungsrechnung vor, aus der die Orientierungskonstante 
der Station hervorgeht. Diese Ausgleichung, die in einer einfachen 
Mittelbildung besteht, ist in dem Beispiel des § 56, S. 125 be- 
reits durchgeführt. 

Eine weitere Ausgleichungsaufgabe entsteht dann, wenn 
die Messungen auf mehr als zwei Festpunkten ausgeführt werden. 
Diese Ausgleichung ist in § 64, S. 144 auf graphischem Wege 
erfolgt, auf dem auch die der Methode der kleinsten Quadrate 
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entsprechenden Koordinaten des Neupunktes ermittelt werden 
konnten. 

Demgemäß werden wir auch die folgende strenge Aus- 
gleichung in zwei Teile zerlegen. 

Wir bezeichnen mit w^^ w^, • • • w^_y^ und w^ die n Rich- 
tungsmessungen auf einem Festpunkte P nach den Festpunkten 
Pj, P2 • • • P„_i und dem Neupunkte Ny femer mit A^, X^- - - A„_i 
und k^ die Verbesserungen dieser Richtungen. Für die Rich- 
tungswinkel der Strahlen erhalten wir dann 

w. = arctanff — 

92 = arcta^ng f^f 

(1) : 

9„_i = arctang 



y„_i 2/ 



a? , — X 

n— 1 



y — y 

q)^ = arctang -^ 



n 



worin y^ und ir„ die endgültigen Koordinaten des Neupunktes 
sind. Die Differenzen dieser Richtungswinkel müssen gleich 
den Differenzen der entsprechenden ausgeglichenen Richtungen 
sein, folglich ist 

M?2 + Ag — e^i — Aj = arctang ^^-^^ — arctang ^^ ~" ^ 
^3 + -^3 "~ ^1 ~ ^1 = arctang ^^^ — ^ — arctang ^^ ~ ^ 

(2) : • 

w„_i + A,_i — M?i - Ai == arctang /~^ _ ^ - arctang ^' ~^ 

«*'« + ^- — ^1 — ^ = arctanff ^ arctanir ^ • 

Analog der Ausgleichimg des Rückwärtseinschneidens im 
vorigen Paragraphen ersetzen wir die allen Gleichuugen gemein- 
samen Glieder durch eine Unbekannte 2 und erhalten 

(3) z == arctang -J^J - ^1 - ^i, 

27* 
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SO daß sich nun die n Fehlergleichungen ergeben 

X^ = — u\ — z + arctang ^ 



k^ ^ — w^ — z + arctang 



(4) 



X^ X 



A„_i «?„_! -z + aretang /-^ _ ^ 

n— 1 

y — y 

A„ = — M?„ — ;& + arctang -^ • 

X —— X 
n 

Die ersten w — 1 Gleichungen enthalten nur die Unbekannte Zy 
während in der letzten Gleichung auch noch die Unbekannten x^ 
und y^ vorkommen. Wir benutzen die ersten n — 1 Fehler- 
gleichungen, um einen vorläufigen Wert Zq von z zu bestimmen 
und erhalten als Normalgleichung mit einfacherer Bezeichnung 
der Richtungswinkel 

« = n — 1 

(5) (» - 1) ^0 - [9< - wj = 0, 

■woraus sich ergibt 



(6) 



" n — 1 



Nach § 151, S. 376 kann dieser Wert als eine direkte mit 
dem Gewicht {n ■— 1) erfolgte Beobachtung der Unbekannten z 
aufgefaßt werden. Infolgedessen ist es auch erlaubt, diese Be- 
obachtung einer neuen Ausgleichung zu unterwerfen, in der sie 
die Verbesserung f erhält, so daß 

(7) ^ = ^0 + e 

der endgültige Wert der Unbekannten z ist. Setzen wir dies in 
die letzte Gl. (4) ein, so ist 

y — y 

(8) A^ + J = — w^ — ^0 + arctang -^ Gew. 1 bezw. w — 1. 

X — X 
n 

Da die Beobachtungen w^ und Zq voneinander unabhängig 
sind, so ist es zulässig, ihre Verbesserungen zu einer einzigen 
Verbesserung 

(8*) ^ - A„ + § 

zusammenzufassen. Nach (4) § 10, S. 26 ist das Quadrat des 
mittleren Fehlers der Summe der beiden Beobachtungen w^ -j- Zq 
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gleich der Summe der einzelnen mittleren Fehlerquadrate, und 
werden statt der drei mittleren Fehler nach (5) § 12, S. 29 die 
Gewichte eingeführt, so ist die öewichtsreziproke von w^^ + ^o 
gleich der Summe der Gewichtsreziproken von w^ und jSq, Mit- 
hin gilt für die Verbesserung v 

g ~^ n— 1 
und wir erhalten an Stelle von (8) 

(9) V w„-Zq + arctang ^" _ ^ Gew. ^^- • 

n 

Diese Fehlergleichung ist in bezug auf die Unbekannten x^ 
imd y„ linear zu machen. Hierzu setzen wir 

(10) ^„ = ^o + S Vn-Vo + V, 

worin Xq und y^ Näherungswerte der Unbekannten sind, und 
entwickeln das letzte Glied der Gleichung (9) nach Taylors 
Lehrsatz. Es ist 

arctang ^o "~ ^ X ^ « arctang ^^ "^ ^ + >, arctang ^^ "~ ^ | 

+ 5 — arctang ^^ "^ ^ 19- 

Entsprechend dem vorigen Paragraphen erhalten wir unter 
Einführung von 

(12) und 

(vo - y)^ + (^0 - ^y == «0 

die Differentialquotienten 

/- arctang i^'^^^- = - -^^ 7-^ = - '^-f' 

€ Xq Xq X Sq 8q 






Da die Verbesserungen v in Sekunden berechnet werden 
sollen, so sind die Differentialquotienten noch mit q'' zu multi- 
plizieren und die Fehlergleichung (9) geht somit über in 

/t A\ I sin qpß ff y . cos qp^ „ 



*0 *0 
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Zur Vereinfachung der Bezeichnnngen setzen wir 

/1 RN 7 — sin qpo „ + cos ^>^ ,, , 

und erhalten dann die Fehlergleiehung 

(16) t; = — i + a| + 61? ^=:!L~_. 

In derselben Weise sind die Richtungsmessungen auf den 
übrigen Standpunkten P', P" • • • zu behandeln, deren jeder 
eine Fehlergleichung vorstehender Form liefert. Es ergeben 
sich somit die endgültigen Fehlergleichungen 

V == — l -\- a ^ + b 7} 

(17) v' = ~ r +a i + h' ri 

v" = — r + a" S + 6" t; 

worin w, w', n" • • • die Anzahl der auf den Standpunkten ge- 
messenen Richtungen bezeichnen. 

Schlußprobe, Für die Aufstellung und Auflösung der 
Normalgleichungen sind die gewöhnlichen Rechenproben anzu- 
wenden. Um eine Schlußprobe namentlich für das Linearmacheu 
der Fehlergleichungen zu erhalten, sind nach (17) die einzelnen 
Verbesserungen v zu berechnen. Werden hierauf alle gefundenen 
Werte in die 61. (9) und die ihr entsprechenden, für die übrigen 
Standpunkte aufgestellten Gleichungen eingesetzt, so müssen 
diese bei richtiger Rechnung erfüllt werden. 

Der mittlere Fehler einer Richtungsmessung ist durch die 
Formel 
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(18) ^=±l/S 



gegeben, worin m die Anzahl der Standpunkte bezeichnet, 

Vorwärtsabschneidm mit Winkelmessungen, Sind anstatt 
der Richtungsmessungen auf den Festpunkten Winkelmessungen 
ausgeführt worden, so ist für jeden gemessenen Winkel eine 
Fehlergleichung aufzustellen. Für den einfachen Fall, in dem 
auf jeder Station nur eine Winkelmessung vorliegt, wurde be- 
reits § 141, S. 347 ein vollständiges Beispiel gegeben, das auf 



§ 169. Beispiel. 
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alle andern Fälle unmittelbar ausgedehnt Werden kann. Für 
jeden weiteren gemessenen Winkel erfolgt die Aufstellung der 
Fehlergleichung in derselben Weise. 



§ 169. Beispiel. 

Wir kehren nochmals zu dem S. 124 und S. 146 bearbeiteten 
Vorwärtsabschnitt zurück, der zunächst ohne überschüssige 
Beobachtungen, dann mit ^^ 

graphischerAusgleichung 
berechnet wurde, und 
fähren nun die Ausglei- 
chung nach der vorstehen- 
den Entwicklung aus. 

Der Punkt H (Fig. 
237) ist von den Punk- 
ten J5, jP, G und D durch 
Richtungsmessungen vor- 
wärts abgeschnitten wor- 
den. Als Näherungs- 
koordinaten nehmen wir 
die S. 126 berechneten 
an, so daß 

y^ = + 9412,075 m 

x^^ + 9615,817 m 

ist. Hieraus und aus den Koordinaten der Festpunkte, die 
S. 123 zusammengestellt sind, berechneu wir die genäherten 
Richtungswinkel q)Q, ^i, 90 • • •? die übrigens auch aus den 
früheren Berechnungen entnommen werden können. Daneben 
setzen wir die vier gemessenen Richtungen w, w\ - - -j some 
die Orientierungsunbekannten Zq, Zq-"^ die auf S. 125 und S. 147 
für die vier Stationen berechnet sind. Es ist 

Stdp. E: (fQ = 19<> 26' 01"w == 33« 47' 15" z^ = 846<> 38' 46" n =^S 
F: <Pq = 134 10 02 w' « 88 12 30 z^ = 46 57 32 n' = 5 
G: (fQ =236 60 14 w" =183 18 34 4'= ^^ ^2 16 ti" =6 
D:g?J' = 307 ^4 45 11?'"= 38 62 Ol ^rj" = 268 32 21 w"' = 4. 

Zur Berechnung der Koeffizienten a und b brauchen wir 




Fig. 237. 



11 



11 
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■ 

noch die vier Entfernungen Sq, Sq, s'^ und Sq", die wir von S. 147 
entnehmen. 

Wir finden dann 

l = 0" a 106,3 b = + 301,4 

r = a' 215,3 b' 209,1 

l" 36 a" = + 170,6 b" = + 130,5 

V" = + 23 a" = + 245,8 b'" == - 160,7. 

Hiermit ist die Aufstellung der Fehlergleichungen vor- 
bereitet. Zur Vereinfachung der Zahlenrechnung wollen wir 
die Verbesserungen | und tj in Dezimetern statt in Metern be- 
rechnen und müssen dann die Koeffizienten a und b durch 10 
dividieren. Es ergeben sich die Fehlergleichungen 

v = - 10,6 I + 80,1 17 Gew. ^ 

v' = 0-21,51-20,91? „ I 

^" = _ 36 + 24,6 I - 16,1 r, „ | 

»'" = + 23 + 17,11 + 13,01? „ |- 

Die Normalgleichungen sind 

+ 1170 g- 18 1^-445,5 = 

- 18 I + 1294 ri + 708,5 = 0, 

und es wird 

g = + 0,374 dm = + 0,037 m 

1^ = — 0,541 dm = — 0,054 m. 

Hieraus ergeben sich die endgültigen Koordinaten des 

Punktes H 

y^^ + 9412,021 m 

x^=^ + 9615,854 m. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit, 
der hier gleich dem mittleren Fehler einer Richtungsmessung 
ist, ermitteln wir aus den Fehlergleichungen die Werte der 
Verbesserungen und erhalten 

t; = - 20,2" v" 18,2" 

t;"=+ 3,2 «;'"== + 22,3. 
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Mit den obigen Gewichten ergibt sich 

[vvg] == 928 



und 



ft = ±>^ = ±21,5"- 



Um auch den mittleren Fehler der Punktbestimmung an- 
geben zu können ; müssen wir noch die Gewichtsreziproken Q^^ 
und ^28 ^^^ beiden Unbekannten bestimmen. Hierzu dienen 
die beiden Gewichtsgleichungs-Systeme 

+ 1170^11- 18 ^„-1 ^ +1170^,1- 18^^ = 

und 
- 18 Q,, + 1294 Q,, « - 18 Q^ + 1294 Q,, = l, 

aus denen wir erhalten 

Qu = 0,000 8548 Q^^ == 0,000 7728. 

Es wird dann 

^? - ^' Qu - 0,3966 iil = ii' Q,, = 0,3586, 
also 

Jjf 2 = ^2 + ^2 _ 0,7552 

und 

Jf = + 0,869 dm = + 0,087 m. 

Die Schlußprobe besteht darin, daß wir die gefundenen 
Koordinaten und die Verbesserungen v in die ursprünglichen 
Fehlergleichungen (9) des vorigen Paragraphen einsetzen. Es 
wird 



arctang -"— ^- = 19<^ 25' 40,7 



ff 



X — X 

n 



arctang ^^^ -, = 134» 10' 05,0 

^ X — X ' 

n 



rr 



ff 



arctang ^"-_-^,; = 236« 50' 31,5 

n 

arctang ^' ~^^r,. = 307» 24' 44,4 

n 



ff 



und diese Werte erfüllen mit den obigen Verbesserungen der 
Beobachtungen die Fehlergleichungen (9) § 168, S. 421. 
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§ 170. Yereinigtes Torwarts- und Rückwärtseinsehneiden. 
Bereehnung der Richtungskoefftzienten a und h. 

Ist ein Neupunkt durch Vorwärtsabschneiden und Rückwärts- 
einschneiden gleichzeitig bestimmt worden, so bezeichnet man 
die auf den Festpunkten nach dem Neupunkt gemessenen Rich- 
tungen als äußere, die auf dem Neupunkt gemessenen als innere 
Richtungen. Nachdem durch eine vorläufige Berechnung Nähe- 
rungskoordinaten des Neupunktes gefunden sind, werden die 
Fehlergleichungen für die äußeren Richtungen nach § 168, S. 418 
und für die inneren Richtungen nach § 165, S. 412 aufgestellt. 
Nachdem aus den letzteren die Orientierungsunbekannte 
eliminiert ist, werden aus beiden Systemen zusammen die beiden 
Normalgleichungen gebildet, die die Unbekannten iergeben. 

Es sind noch einige Bemerkungen über die Berechnung 
der RichtungsJcoefßzienten a und fe, die bei allen Koordinaten- 
ausgleichungen auftreten, hinzuzufügen. Wie man aus den 
Gl. (5) § 165, S. 414 und (15) § 168, S. 422 sieht, sind die 
Koeffizienten, die sich auf eine äußere und die ihr entsprechende 
innere Richtung beziehen, identisch, denn die Verschiedenheit 
der Vorzeichen wird dadurch aufgehoben, daß die beiden Rich- 
tungswinkel um 180® verschieden sind. 

Die Formeln für die Berechnung der Koeffizienten lassen 
sich auch noch derartig umformen, daß die Entfernungen Sq 
durch die Koordinatenunterschiede ersetzt werden, die ohnedies 
bei der Berechnung der vorläufigen Richtungswinkel g?® gebraucht 
werden. 

Wir bezeichnen mit x^, y^ die Koordinaten eines Festpunktes 
P^J mit iCy, I/o die Näherungskoordinaten des Neupunktes P, die 
einen Punkt P^ bestimmen, mit g)9 den Richtungswinkel {P^, P^ 
und mit sV die Entfernung P^Pi. Es gilt dann sowohl für 
Vorwärts-, als auch für Rückwärtseinschneiden 



(1) a, = + --/• Q \ J^ 



Q 



n 



und wenn 5? durch — . ^-~ bzw. durch — — ^„- ersetzt wird 



sin <p,9 • cos qpf 



(2) a, - + ^-*1 9" 6, - - .52!l??. p". 
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Die Berechnung erfolgt entweder mit vierstelligen Logarith- 
men oder mit einer der für diesen Zweck besonders entworfenen 
Tafeln, die die Berechnung teils erleichtern, teils vollständig 
ersetzen.^) 

§ 171. Gleichzeitige Einsehaltung mehrerer 

Dreieekspunkte« 

Wir gehen nun zu der allgemeineren Aufgabe über, in der 
mehrere Neupunkte gleichzeitig in ein Netz von gegebenen 
Dreieckspunkten eingeschaltet werden sollen. Wir setzen hier- 
bei vollständige Richtungssätze auf allen Punkten voraus, und 
haben dann sowohl Richtungen von Festpunkten zu Neupunkten 
und umgekehrt, als auch Richtungen zwischen je zwei Fest- 
punkten oder je zwei Neupunkten. Es genügt, den letzteren 
Fall zu betrachten, der die übrigen einschließt. 

Für eine Richtung w^^ von einem Punkte P^ nach einem 
Punkte Pg haben wir nach (4) § 165, S. 413 die Fehlergleichung 

(1) ^1,2 == - ^1,2 - -^1 + arctang g-^ . 

Da hierin beide Punkte Neupunkte sind, so setzen wir 

/2) ^1 = ^ + Si Vx-yl + vi 

^2 = 4 + ?2 2/2 = 2/2 + ^2 

und erhalten nach Taylors Satz 

y% — Vi y\ — Vi sin qp? « 

(3) arctang —-_zr^ = arctang -„ --^ + , ' p"|i 

COSqpJg ,^ sinijpj ^ cosqpj, ^, 

Jo — Q Vi go — 9 §2 H ^ö — 9 V2 

%2 h,2 *1,2 

oder in einfacherer Bezeichnung 

(4) arctang g-^ ^ ^J^ + a^^^ 1^ + b^^^ rj^ - a^^g I2 ^ &i,2 ^2 • 
Setzen wir noch analog dem Früheren 

^1-4 + ii 

(5) und 

<2-«<^l,2-'2^?==-'l,2, 

1) Z. B. des Verfassers Hilfstafel zur Berechnung der Bichtungs- 
koeffizienten für Koordinatenausgleichungen. Berlin 1903. 
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so finden wir die Fehlergleichung 

Nehmen wir an, daß auf dem Punkte P^ die Richtungen 
nach den Punkten Pj, Pg, P^ • • •, deren Anzahl gleich Wj ist^ 
gemessen sind, so erhalten wir für P^ die folgenden Fehler- 
gleichungen: 

^1,4 = - ^1,4 — £l ■+• Öti,4ll + \^Vl 

— ^1,454 — ^1,4^4- 

Nach diesem Vorbild sind die Fehlergleichungen für alle 
Stationspunkte ohne Unterscheidung der Neupunkte und Fest- 
punkte aufzustellen. Hierauf setzt man für alle Festpunkte die 
Werte von | und r^ gleich Null und erhält dann die endgültigen 
Fehlergleichungen. 

Für s Stationspunkte und p Neupunkte ist die Anzahl der 
Unbekannten, da s Orientierungsunbekannte und 2p Koordinaten 
vorkommen, gleich 5 + 2p, wodurch auch die Anzahl der Normal- 
gleichungen gegeben ist. Wir können jedoch nach dem Ver- 
fahren des § 145, S. 358 zunächst die s Größen g eliminieren. 
Ordnen wir die Unbekannten in den Fehlergleichungen so, daß 
die Größen g die ersten s Unbekannten bilden, so wird die erste 
Normalgleichung nur aus den Fehlergleichungen der ersten Sta- 
tion hervorgehen, die zweite nur aus denen der zweiten Station usw. 
Wir können mithin in den Fehlergleichungen der ersten Station 
die Unbekannte g^ weglassen, wenn wir entsprechend den 
Gleichungen (1) — (3) § 145, S. 358 eine fingierte Fehlergleichung 
hinzufügen 

(8) v^ = - (l^^ + 1^^ + ...) + («1^ + ai,3 + . . .)Si 

+ (^1,2+ ^^+ • • ')ni-(^lß^2—\2V2—<^l^^S—hfi% 

1 



Gew.: — 



*»i 
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oder 



(^1,2 + Ks H ) ^ «1,2 fc ^1,2 ^ '^1,8 

h 



. ^%2n-%8^ ; »*1,2 fc %2 %8 fc 



1,8 



^8 — ' • * Gew.: — 1. 



Wird eine solche fingierte Fehlergleiehung für jede Station 
aufgestellt^ so ist die Anzahl der Unbekannten und hiermit auch 
die Anzahl der Normalgleichungen auf 2p reduziert. 

Sollen nach der Auflösung der Normalgleichungen auch 
die Verbesserungen A berechnet werden, so ist zunächst für jede 
Station die Unbekannte g zu ermitteln. Hierzu benutzen wir 
für Station 1 die erste Normalgleichung der Pehlergleichungen (7) 
und erhalten 

+ *1,2% + «1,8^8 ^ K9% + f- Gl,2 + ^1,8 + •••)= 

oder 

^ _ («1,2 + «1,3 +-") t , (^, 2+^1,8 + "-) «1,2 fc h^ 



n^ * n^ *^ «1 "^^ % 



a. 



Ks (h,2 + ^,3 + •■') 



^1 ^1 **i 



__ %3 fc 1,3 

tj^ '8 /M i8 

Es ist somit 

(9) g,==-J:^ = .;, 

und wir können die fingierte Fehlergleichung (8*) zur Berech- 
nung von ii benutzen. In derselben Weise ist die Berechnung 
für die übrigen Stationen auszuführen. 

Diese Methode der Punkteinschaltung kann auch zur Aus- 
gleichung selbständiger Dreiecksnetze benutzt werden, für die 
im allgemeinen die Methode der bedingten Beobachtungen an- 
gewendet wird. Nach der vorläufigen Auflösung der Dreiecke 
müssen in diesem Falle für alle Punkte rechtwinklige Koordi- 
naten berechnet werden, die als Näherungskoordinaten dienen. 
Bei einem vollkommen selbständigen Dreiecksnetz ist aus der 
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Basismessung die Länge einer Dreiecksseifce bekannt, femer sind 
entweder gegeben oder willkürlich angenommen die Koordinaten 
eines Punktes und der Richtungswinkel einer von ihm aus- 
gehenden Dreiecksseite. Nehmen wir an, daß die Basismessung 
sich ebenfalls auf die letztere bezieht, so können anstatt der 
vorher genannten Elemente die Endpunkte dieser Seite als 
gegeben betrachtet werden. Es sind mithin in den Fehler- 
gleichungen die Größen | und rj dieser beiden Punkte gleich 
Null zu setzen. 

Für ein Dreiecksnetz, das sich mit mehr als zwei Punkten 
an ein gegebenes anschließt, kann die vorstehende Ausgleichung 
mitunter bequemer sein, als die nach bedingten Beobachtungen, 
da für die Anschlußpunkte mehrere Bedingungsgleichungen ein- 
zuführen sind. Es muß daher von Fall zu Fall entschieden 
werden, welche von beiden Methoden bequemer ist. 

§ 172. Beispiel. 

Wir wenden das vorstehende Verfahren an, um das Drei- 
ecksnetz von § 160, S. 397 noch einmal auszugleichen. Wir be- 
zeichnen jetzt der Einfachheit wegen die Punkte Ä, JB, (7, D, 
E, F, G mit 1 , 2 , • • • 7 und nehmen die beiden Punkte C 
und D oder 3 und 4 als gegeben an. Es sind somit die ge- 
gebenen Koordinaten 

C (3): 2/3 = + 10883,945 x^=- + 9250,960 

2) (4): y^ = + 10175,056 x^^ + 9032,210. 

Wir nehmen femer an, daß durch eine vorläufige Auflösung der 
Dreiecke und Koordinatenrechnung die folgenden auf Dezimeter 
abgerundeten Näherungskoordinaten der übrigen fünf Punkte 
gefunden wurden: 



^(1): 


2/? = 


= + 10391,8 


4- 


- + 11518,8 


B(2): 


yl = 


: + 11139,7 


K = 


= + 10842,0 


E{5): 


yl = 


= + 9197,5 


4- 


= + 9007,2 


Fiö): 


yt = 


= + 8919,2 


4 = 


= + 10094,5 


G(7): 


2/? = 


= + 10000,2 


4 = 


= + 9999,9. 
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Hieraus berechnen wir zunächst die vorläufigen Richtungswinkel 
9®, die wir mit den von S. 397 entnommenen gemessenen Rieh- 
tungen zusammenstellen. In der nachstehenden Tabelle ist dies 
für den Punkt 1 geschehen, und zugleich die Berechnung der 
— l sowie der Koeffizienten a und h der Fehlergleichungen aus- 
geführt, 

Station 1. 



p 


<P^ 


w 


(p'^ — W —l 


a 


b 




10 t tt 


/ // 


' " " 






2 
7 
6 


132 08 84,7 
194 27 25,6 
225 67 18,8 


00 00 
62 19 Ol 
93 48 36 


132 08 34,7 + 0,4 
132 08 24,6 1 — 9,8 
132 08 43,8 1 + 9,5 

132« 08' 34,3". 


+ 16,2 

— 3,8 

- 7,2 


+ 13,7 
+ 12,6 
+ 7,0 



Für 0^ nehmen wir nicht einen beliebigen Wert, sondern 
den Mittelwert aller g)^ — w der Station an, da hieraus eine 
kleine Erleichterung der folgenden Berechnung hervorgeht. Die 
Koeffizienten a und h sind für § und rj in Dezimetern angegeben. 

Dieselbe Tabelle stellen wir für die übrigen Punkte auf 
und erhalten: 

Station 2. 



iT 


«p« 


w 


qp® — W 


l 


a 


h 


3 

7 

1 


' " 

189 07 66,2 
233 32 06,8 
312 08 84,7 


/ // 

00 00 

44 24 30 

123 Ol 13 


' " 

189 07 55,2 
189 07 36,8 
189 07 21,7 


+ 17,8 
1 - 1,1 
, -16,2 


; - 2,0 

— 11,6 

— 16,2 


+ 12,6 
+ 8,7 
— 13,7 



^ = 1890 07' 37,9". 



Station 3. 



qp' 



w 



(p^ —w 



— l 



I ' " 

4 I 252 51 02,8 
7 310 16 47,9 
2 i 9 07 56,2 



00 00 

57 25 39 

116 16 46 



»/ 



252 51 02,8 
252 51 08,9 
252 51 09,2 



4 = 2520 51' 07,0". 



a 



— 4,2 —26,4 I + 8,4 
+ 1,9 —13,6 I —11,5 
+ 2,2 ; + 2,0 ! - 12,6 
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Station 4. 



p 




qP^ 


) 




w 




% 


,•- 


-ff 


— / 




a 




h 




• 





f* 





r 


rf 





r 


»r 


»t 










, 8 


'268 


32 


04,0 


00 00 


268 


32 


04,0 


— 20,4 




21,0 


+ 


0,7 


6 


310 


13 


36,7 


41 


41 


22 


268 


32 


14,7 


- 9,7 




9,6 




8,0 


7 


349 


45 


27,0 


81 


12 


28 


268 


32 


59,0 


+ 34,6 




3,8 


— 


20,6 


1; 3 


72 


51 


02,8 


164 


18 43 


268 


32 


19,8 


- 4,6 


+ 


26,4 




8,4 ] 



^5 = 268« 32' 24,4". 



Station 5. 



p 

1 

! 6 

' 7 

i 4 


tp-» 


IT 


qp« — IC 


l 


a 


h 


345 38 35,1 
38 57 32,8 
88 32 04,0 


/ »' 

00 00 

53 18 38 

102 53 38 


' " j 

345 38 35,1 
345 38 54,8 1 
345 38 26,0 • 


- 3,6 
+ 16,2 

— 12,6 


- 4,6 
+ 10,4 
+ 21,0 


— 17,6 
12,6 

- 0,7 



«2 = 345» 38' 38,6". 



Station 6. 



p 


V* 


' w 

1 


qpo w 


l a 


h 


1 

7 
4 
5 


/ // 

45 57 18,8 

95 00 04,7 

130 13 36,7 

165 38 35,1 


/ // 

00 00 

49 02 48 

1 84 16 09 

119 41 07 

1 


/ // 

45 67 18,8 
45 57 16,7 

45 67 27,7 

46 67 28,1 


- ■*,o 

- 6.1 

+ 4.9 
+ 6,3 


+ 7,2 
+ 18,7 
+ 9,6 
+ 4,6 


. - 7,0 

+ 1,6 

+ 8,0 

. + 17,6 



^ = 45« 57' 22,8". 



Station 7. 



p 


qp^ W 


qp® — ir 


-' 


a 


b 




' " ' " 


f ff 


// 






1 


14 27 26,5 00 00 


14 27 26,6 


— 34,1 


+ 3,3 


— 12,6 


2 


53 82 06,8 


39 04 19 


14 27 47,8 


11,8 


+ 11,6 


- 8,7 


3 


130 16 47,9 


116 48 36 


14 28 11,9 


+ 12,3 


+ 13,6 


+ 11,5 


4 169 46 27,0 


155 16 50 


14 28 37,0 


+ 37,4 


+ 3,8 


+ 20,6 


5 218 67 32,8 


204 29 20 


14 28 12,8 


+ 13,2 


— 10,4 


+ 12,6 


6 


275 00 04,7 


260 32 22 


14 27 42,7 


— 16,9 


— 18,7 


— 1,6 1 



4 = 14» 27' 59,6 



ff 



§ 172. Beispiel. 433 

Hieraus könnten wir die Fehlergleichungen (7) des vorigen 
Paragraphen aufstellen, jedoch wollen wir sofort zu den Rechen- 
gleichungen übergehen, indem "wir die Unbekannten g überall 
weglassen und für jede Station eine Gleichung von der Form 
(8*) S. 429 hinzufügen. Wir erhalten somit die folgenden 
Rechengleichungen (1) — (33) S. 434 und 435, denen die Sum- 
men s der Koeffizienten zur Anwendung der Summenprobe und 
die Gewichte g beigefügt sind. 

Zur Bestimmung der Unbekannten wollen wir nicht die 
Normalgleichungen aufstellen, sondern das Verfahren des § 145, 
S. 358 anwenden, bei dem die Unbekannten unmittelbar aus 
den Fehlergleichungen ermittelt werden. Es ergibt sich aus 
den 33 Fehlergleichungen die erste Normalgleichung 

+ 487,91, + 130,8i?, - 297,9g, - 428,8i?3 ~ 2,31^ - 39,01?^ 

- 32,4|e + 148,97^3 - ^^^Mi + IöM^^t - 134,9 = 0, 

worin die Koeffizientensumme gleich + 5,7 ist, während sie nach 
der Summenprobe gleich + 5,8 wird. Aus dieser Normalglei- 
chung bilden wir nach § 145, S. 358 eine neue fingierte Fehler- 
gleichung, die das Gewicht — j^yq erhält. Der Einfachheit 

wegen dividieren wir nach § 150, S. 373 alle Glieder durch 
|/487,9 und erhalten die Gleichung 

v,^- 6,1 + 22,11, + b,9ri, - 13,5^, - 19,4.^, - 0,U5 - Ißrj, 
- l,5ge + 6,87?e -5,31, + 7,1 1?, 

«8 = + 0,3 ^8 = - 1? 

die als 34. Gleichung auf S. 435 hinzugefügt ist. 

Aus den 34 Gleichungen wird wiederum die 1. Normal- 
gleichung gebildet, nachdem die erste Unbekannte gj weggelassen 
ist, und es ergibt sich 

+ 281,9i?i - lOßrj, - 13,7^5 -t- 68,57?, - 80,9 Se - 99,9% 

+ 51,0^7 - 222,5i?7 - 695,1 = 

mit der Koeffizienten summe — 188,0, während aus der Summen- 
probe — 187,9 erhalten wird. Dividieren wir die vorstehende 

Gleichung durch )/281,9, so erhalten wir die neue fingierte 
Fehlergleichung 

Eggert, Geodäsie. 28 
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v,^- 41,4 + 16,8i?, - Ofii, - 9,6% - 0,8^5 + 4,1 1^5 

- 4,8|e - 5,9iye + 3,0^, - 13,2iy, 
mit der Koeffizientensumme — 11,1 und dem Gewicht — 1, die 
als 35. Gleichung S. 435 aufgeführt ist. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens sind nach und nach 
die Gleichungen (36)— (42) gefunden worden, deren Normalgleichung 
(43) unmittelbar die Unbekannte ly^ gibt. Das Absolutglied der 
Gleichung (43) erhält aus der Summenprobe den Wert + 34,4; 
die mangelhafte Übereinstimmung erklärt sich durch die Un- 
genauigkeit der Berechnung, bei der überall nur die erste Dezi- 
malstelle mitgeführt wurde. 

Die Gleichung (43) gibt 

i?7 = - 1,99 dm = - 0,199 m. 

Werden nun in den Gl. (36) — (42) die Verbesserungen v 
gleich Null gesetzt, so erhält man durch Einsetzen von tj^ nach- 
einander S7? fkf ?r. • • • ^^ Dezimetern. Das Resultat ist, wenn 
alle Unbekannten in Metern ausgedrückt werden 

1^ = + 0,162 m ^1 = + 0,102 m 

I2 = + 0,116 Vi = - 0,037 

^5 == + 0,076 1^5 = - 0,128 

§e = + 0,186 ri, = - 0,117 

|7== + 0,098 i?7 = - 0,199. 

Aus der Ausgleichung ergeben sich somit die folgenden 
Koordinaten der Dreieckspunkte 

^1 = + 10391,902 Xi = + 11518,962 

t/2 = + 11139,663 x^ = + 10842,116 

2/3 - + 10883,945 Xs = -\- 9250,960 

y^ = + 10175,056 x^ = + 9032^210 

t/5 = + 9197,372 % = + 9007,276 

t/6 = + 8919,083 iTß == H- 10094,686 

y^ = + 10000,001 Xt = + 9999,998, 

die von den Koordinaten der früheren Ausgleichung im Maxi- 
mum um 6 mm abweichen. Diese Abweichungen können jedoch 
auch in einer geringen Drehung und Größenänderung des Drei-^ 
ecksnetzes ihre Ursache haben, wie sie bei der vorstehenden Aus- 
gleichungsmethode leicht zu erklären sind. Drehen wir das Drei- 
ecksnetz um den Punkt 4 um — 0,5", und multiplizieren alle 
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Seiten desselben mit +4- 10""^, so wird die Übereinstimmung 
beider Ausgleichungen wesentlich besser.^ Diese Drehung und 
Dehnung kann am bequemsten nach den für Koordinaten-Trans- 
formationen , in § 68, S. 160 entwickelten Formeln ausgeführt 

werden, in denen 

sin a = — 0,0000025 

cos « - 1 = + 0,0000004 
zu setzen ist. Es finden sich dann die Koordinaten 

^1 = + 10391,896 x^=^ + 11518,963 

t/3 = + 11139,659 rzjg = + 10842,118 

1/3 = + 10883,945 x^ = + 9250,962 

t/4 = + 10175,056 x^^+ 9032,210 

1/5 = + 9197,372 x^^+ 9007,274 

1/6 = + 8919,080 iTg = + 10094,683 

1/7 = + 9999,999 x^ = + 9999,998. 

Die Differenzen gegen die früheren Koordinaten betragen 
jetzt nur noch im Maximum 2 mm; eine bessere Übereinstim- 
mung ist bei der starken Kürzung der Koeffizienten der Fehler- 
gleichungen nicht zu erwarten. 



Eine umfassende Darstellung der geodätischen Ausgleichungs- 
rechnung findet sich im 2. Bande von W, Jordany Handbuch 
der Vermessungskunde. — Besondere Lehrbücher der Aus- 
gleichungsrechnung sind: 

F. R. Helmertf Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate. Leipzig 1872. 

C. Koppe, Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate in der praktischen Geometrie. Nord- 
hausen 1885. 

Eine Zusammenstellung der Gebrauchsformeln und eine 
große Anzahl von Beispielen enthält 

E. Hegemann, Übungsbuch für die Anwendung der Aus- 
gleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate 
auf die praktische Geometrie. Berlin 1902. 

Die Theorie der Methode der kleinsten Quadrate ist aus- 
führlich behandelt in 

Emanuel Csuhery Theorie d. Beobachtungsfehler. Leipzig 1891. 



«♦« 



Druck von B. G. Teubner in Leipzig. 
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